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1 Wstp

Prezertowany tutaj model pochodzjcy od Solava [2] i Swana [3] jest najprostszym
modelemteorii wzrostu, pozbavionym jakichkolwiek elemenidéw optymalizacji. Stanowi on
punkt wyjtciado rozwa»a«na temat wzrostu gospodarczegoi posiadapewne podstawowe
waasnozxciktore uatwiajj zrozumieniewynikow i dyskusji pojawiajjcych sij w modelath
Ramseya, nak?adagjjcych sij pokole«i endogenicznegavzrostu.

2 Funkcja pro duk cji

Denicja 1 Funkcj, z(x;y) dwdah argumentowx i y nazywamy jednorodnj stopnia ,
gdy:

1. jexli (x;y) nale»y do dzidziny z, to dla ka»dgo nieujemnego (X; y ) te» nale»y
do dziedziny z oraz

2. spe?nione jest:
2(x; y)= zZ(xy): 1)

Twierdzenie 1 (Euler) Dla funkcji z(x;y) jednorodnej stopnia , ré»niczkowalnejw spo-
sébcijg?y zachalzi nast!pujic a rowno+¢t
(G Y)X+ Zy (X Y)y = Z (X Y): ()
Dowod. Ustalmy x i y. Za20»my,»e:
z(x; y)= zZ(xy):
Zro»niczkujmy powy»szj rowno=¢po
(X yIx+zy(x y)y= '2(x; y):

Przyjicie = 1dajetez,. N
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Denicja 2 Funkcjj produkcji (neoklasycznjfunkcjj produkcji) nazywamyodwzoowanie
F:R:[fOg R:+[fOg! R.[ f0Ogprzyporzijdkowujjce kombinacjomczynnikéw produkcii:
pracy L i kapita?u K pewien produkt Y = F(K;L). F musi mie¢ przy tym cijg® drugie
pochadne i spe?niac:

F;Fo > G (3)

Fck:FiL < 0 (4)
éi!mOFK(K;l) =+1; I1i!m0F|_(1;L) =+1; (5)
K!Iirgl Fk (K;1)=0; I_!Iirpl FL(;L) =0 (6)
8 oF(K ;L) = F (K;L): (7

Warunek (3) oznacza, »e kraxcowe produktywnozci (czyli przyrosty produkcji przy
wzroxcienak®addv danegoczynnika ceteris paribus o jednj jednostk! oznaczaneMPK
Fk i MPL  F_ ?) obu czynnikéw produkcji sij dodatnie (wzrost nak®adu jednegoz czyn-
nikow produkcji ceteris paribus prowadzi do wzrostu produkcji). Warunek (4) moéwi, »e
MPK i MPL malejj wraz ze wzrostem nak®adav odpowiednich czynnikdw produkcji. In-
nymi s2owy, przy ustalonym nak®adzie kapita®u wielkox¢produkciji jest rosnijcj i wkl|sg;
funkcjj nak®adu pracy i vice versa Warunki (5) i (6) (tzw. warunki Inady) majj charakter
techniczny, chocia» (6) ma prostj interpretacj;: przy ustalonym poziomie jednegoz czyn-
nikow produkcji i bardzo du»yd nak®adad drugiego, kraxcowy przychéd jest znikomy.
Réwnox¢(7) stwierdza, »efunkcja produkcji jest jednorodna stopnia 1, tj. przejawia sta®e
korzyxciskali | dwukrotne zwilkszenie nak®addv czynnikdw produkcji daje dwukrotny
wzrost produkciji.3

,wiczenie 1 Poka», »e z powy»szyd zalo»e«wynika F(K;0) = F(0;L) = 0. Wsk azéwka:
przyjmujic np. sta®eL jaka jest granica (skorzystaj z regudy de L'Hospitala) limxn F(K;L)=K?

Fakt 1 Fx_ > O (tak»eF x > 0O, bo ztw. SchwartzaF x = Fik ).
Dowéd. Z tw. Eulera (1) mamy:

F(K;L) = F (K;L)K + FL(K;L)L;
a stjd przezzro»niczkowanieobu stron po L:
FL(K;L) = Fko (KiL)K + Fr (K5 L)L + FL (K L):
Otrzymujemy:
Fuo (K;L)L

K
Z (4) wnioskujemy, »e prawa strona jest dodatnia, a to dowalzi naszejtezy. W

FkL(K;L) =

Powy»szyfakt ma bardzo wa»nj interpretacj; ekonomicznij: pochodna kra«cowej pro-
duktywnozci jednego czynnika produkcji wzglidem nak®addw drugiego jest dodatnia, a
wilc wzrost nak®addv np. pracy zwilksza kra«cowj produktywnozxCkapita®u. Jexlimamy
100 pracownikéw i damy im kolejnj (np. 11-ij) maszyn| odniesieto wilkszy skutek (mie-
rzony wzrostem produkcji) ni» danie tej 11-ej maszyry 5-iu pracowvnikom.

Wprowadzimy jeszczekilka u»yteczrych de nicji.

2 Ang. Marginal Product of Capital i Marginal Product of Latour.

3 W skali mikro mog; wyst'p owa¢ malejice korzyciskali, np. ograniczenia zwijzanie z infrastrukturi,
jednak w skali makro mo»na przedstawi¢ yargument kopiowania": jexli utworzymy kopi} danego przedsi;-
biorstwa w innym miejscu to w oczywisty sposob uzyskamy dwukrotnie wilkszj produkcj;.
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Wz @n(z)
Xoo@n(xp)”

De nicja 4 RoO»niczkj logarytmicznj zmiennej x nazywamydIn(x) = dTX.

Z de nicji wynika, »e elastycznox¢nie jest niczym innym jak ilorazem ré»niczekloga-
rytmicznych (przyrostéw wzglidnych) funkcji i argumertu, a wilc daje nam informac;j|
o ile procert wzrotnienp. produkcja jexli nak®ad jednego z czynnikw wzroznie ceteris
paribus 0 1%. Do oblicze« elastycznoxci"% wykorzystuje si; prosty wzor:

nz Xl @

xi = m@l (8)

De nicja 5 Pochalnj logarytmicznj zmiennej X ewoluujjcej w czasie nazywamy k =
ot

Pochodna logarytmiczna okretlawilc stop; wzrostu (procertowy przyrost) zmiennej
X W jednostceczasu.

,wiczenie 2 Udowodnij nastjpujice wzory:

gy = R+ (9)
dy

_ = h :

y P (10)
Ax) = " (11)

Denicja 6 lzokwantj nazywamy zbior kombinacji nak®addéw czynnikow produkcji, dla
ktérych produkcja pozostajeniezmieniona, czyli zbiér:

f(K;L):F(K;L) = Yog;
gdzie Yy to pewnasta?a.

Przy danym poziomie produkcji wielko+¢ nak®addov jednego z czynnikéw produkciji
okrexlanak®ady drugiego; méwimy, »e réwnox¢F (K;L) = Yo zadae K jako funkcjl L
(i vice versa) w sposébuwik®any.

Denicja 7 Kra«oowj stog substytucji (MRS, ang. Marginal Rate of Substitution) ka-
pitau pracj (pracy kapita®em) nazywamy wzijitj ze znakiem minus pochadnj uwik2anj
L dK
ac ( ar)-

Innymi s2owny jexli chcery zmniejszy¢nak®ad kapita?u o jednostk], wtedy, by utrzyma¢
sta?y poziom produkcji, musimy doda¢ MRS jednostek pracy. MRS jest niczym innym,
jak ilorazem kraxcowych produktywnozci.

Denicja 8 Elastycznozcijsubstytucji nazywamypochadnij (liczonj przy sta®ym poziomie
produkcji Yop):

@an(=&)

@n(MRS)



Elastycznox¢substytucji mowi o ile procert zmieni si} proporcja nak®adav czynnikéw
produkcji jexli przesunieny sij naizokwancie tak, by MRS zmieni®o si; 0 1%. Zauwa»ny,
»e rma minimalizujjca koszt przy danym poziomie produkcji i cenat czynnikow r i w
wybierzetakj kombinacj; nak*adav by ¥ = MRS. Pozwala to zinterpretowa¢ elastycznox¢
substytucji jako procertowj zmian; ilorazu nak®addw pracy i kapita®u w minimalizujjcym
koszt przedsilbiorstwie przy zmianie cenwzglldnych czynnikéw produkcji o 1%.

Poni»ejprezertujemy dwa najp opularniejszeprzyk®ady funkcji produkcji: Cobba-Douglasa
i CES. Funkcja produkcji Cobba-Douglasaokrexlonajest wzorem:

F(K;L)= AK L?
,wiczenie 3 ‘g Napiszw swoim ulubionym jizyku programowaniafunkcj; zwracajjci wielkox¢
produkgciji dla nak®adéw K i L przy technologii Cobba{Douglasao sta®ych korzy+ciad skali i udziale
kapita®u . Dla parametryzacji przyjmij F(1;1) = 1. Zréb jej wykres na siatce [0;10] [0;10]
przyjmujic = 0;3333.
\wiczenie 4 Poka»,»efunkcja Cobba-Douglasaspe®niawarunki def. 2.

\wiczenie 5 Jaka jest elastycznox@produkcji wzglidem nak®addw kapita®u i pracy?

\wiczenie 6 Jakj posta¢funkcyjnj ma izokwanta, tj. przy dany poziomie produkcji Yo jak K
zale»yod L?

,wiczenie 7 Policz MRS dla funkcji Cobba-Douglasaprzy danych poziomad nak*addwv czynni-
kéw produkeji K i L.

\wiczenie 8 Jaka jest elastycznox@substytucji dla funkcji produkcji Cobba-Douglasa?

Uogdlnieniemfunkcji Cobba-Douglasa(patrz ¢wiczeniel?) jest funkcja produkciji CES
(ang. Constant Elasticity of Substitution):

% % 3,
F(K;L) = A(aK ™+ bL")%:
,wiczenie 9 Dla jakich parametréw funkcja CES spe®nia warunki def. 2?

\wiczenie 10 Wyznaczy¢ posta¢ funkcyjnj izokwanty K (L; Yp) i policz pochodn; ‘(’j—f Sprawd?
swoj wynik korzystajic z tw. o funkcji uwik®anej.

\wiczenie 11 Poka»,»efunkcja CES rzeczywitciema sta?j elastycznozd¢substytucji.

\wiczenie 12 Do jakiej funkcji zbiegafunkcja CES, gdy %! O (przyjmij a+ b=1)i% 1 *?

3 Rownania modelu

Niech bjdzie danafunkcja produkcji Y = F(K;L). Produkt dzielory jest mijdzy kon-
sumpcjl C i oszczjdno+ciS, ktére rownajj si} inwestycjom (brutto) |. Kapita® deprecjo-
nuje sil w tempie . Zmiany kapita®u (inwestycje netto) sj wijc ro»nicj inwestycji brutto
i deprecjacji. Na podstawie powy»szyd rozwa»a« mo»eny napisa¢tzw. réwnanie ruchu
na kapita®:

K =1 K; (12)

gdzie kropka oznaczaré»niczkowanie po czasie.



Zak®adary dalej, »ewszyscypracujj i ludnot¢przyrasta w sta®ym tempie n:

b - If= n: (13)

Kluczowym za2o»eniemmodelu jest sta®?ox¢stopy oszczidnozxcis. Innymi s2owy, sta?a
czjx¢produktu w danym momenciezostae zainwestovana:

| = S=3sY: (14)
Wstawiajic (14) do (12) otrzymujemy:
K-=sY K: (15)

Réwnania (15) i (13) w pe2ni opisujj ewolucj! naszejmodelowej gospodarki. Z takiego
uk?adu rowna« trudno jest jednak cokolwiek wnioskowa¢, pozatym, »eczynniki produkciji,
a wijc i produkt bidj ros?y do niesko«czonozxcilnapjdzane wzrostem ludnozci). O wiele
bardziej interesujjca jest analiza ewolucji kapita®u i produkcji przypadajjcych na jednego
mieszka«ca. Ma?ymi literami oznaczadb;dziemy odpowiednie wielkoxciper capita, a wijc:
k iy {.Dzelic stronami réwnania (15) i (13):

f=sy k:

Korzystajjc z faktu, i» K = kL otrzymujemy:

kL
— = k:
L sy '
kL + k-

= k:
L S '

k=sy ( + If)k:

Z (13) otrzymujemy ostatecznieréwnanie ruchu na kapita® per capita:
k=sy ( +n)k: (16)

Zajmijmy si; na chwil; produktem per capita. Z jednorodnozcifunkcji produkcji otrzy-
mujemy:
Y F(K;L) _

y=r L

K
F oo
L

1 =F(k;1):

Denicja 9 Intensywnj postacij funkcji produkcji nazywamyzale»no+groduktu per ca-
pita od kapita®u per capita:

y = f(k) = F(k;1): 17)
,wiczenie 13 Znajd! intensywnj posta¢funkcji produkcji Cobba{Douglasa.

\wiczenie 14 Znajd! intensywnj posta¢funkcji produkcji CES.



Korzystajic z de nicji 9 mo»eny przepisa¢réwnanie (16) nast}pujjco:
k=sf(k) ( +n)k: (18)

Diagram fazowy dla tego réwnania ro»niczkowego przedstawiony jest na rysunku 1.
Kszta?t wykresu funkcji sf (k) ( + n)k uzasadnigj warunki Inady. Z warunku (5) wynika,
»e pochodna sf 4k) ( + n) dj»y do niesko«czonoci,gdy k ! 0, a wilc dla ma2ych
poziomdw kapita®u sf (k) ( + n)k jest dodatnie i rosnjce, kapita? jest akumulowany
(k> 0). Z (6) wynika, »epochodna sf (k) ( + n)k w nieskoxczonoxcdij»y do ( + n)
| od pewnegok-, dla ktérego sf {k-) = " prawa strona naszegoréwnania ré»niczkowego
maleje wraz z k nie wolniej ni» ( + n) ", awijc na pewnoistnieje takie k , dla ktérego
k- = 01 powy»ej ktérego kapita® b}dzie mala?.

A

Kk

sf(k) (n+ )k

Rysunek 1: Diagram fazowvy dla modelu Solova

4 Stan ustalony
Powy»szerozwax»aniaprowadzj do nastjpujjcej de nicji.

Denicja 10 Przez stan ustalony rozumiemy taki niezerowy poziom kapita?u per capita
k , dla ktérego k(k ) = 0, czyli:

0=sf(k) ( +n)k: (19)

\wiczenie 15 Korzystajjc z rysunku 1 powiedz czy steady state w modelu Solowva jest stabilny
(czy startujjc z poziomemkapita®u z otoczeniak bjdziemy zbiega¢do k )?

,wiczenie 16 Dla funkcji produkcji Cobba{Douglasaznajd® formu?] explicite nak .

\wiczenie 17 g Napisz funkcj}, ktéra dla podanych s, , n i funkcji produkcji w postaci
intensywnej wylicza poziom kapita®u w stanie ustalonym. Do znalezieniarozwijzania réwnania
(19) skorzystaj z metody bisekcji. Korzystajic z tej funkcji i przyjmujic n+ + g = 6% oraz
f (k) = k=2 zrob wykres zalezno+ckapita?u i konsumpcji w stanie ustalonym dla s 2 [0; 1].

Rysunek 2 przedstavia gospodark] w stanie ustalonym. Warunek k- = 0 (zerowe in-
weslycje per capita netto) oznaczazrownanie sij inwestycji brutto (oszczjdnozcisf (k))



i amortyzacji.* Konsumpcja per capita jest sta?a i réwna czl+ci produktu niewydanej
na inweslycje odtworzeniowve.

,wiczenie 18 Jaki mo»eby¢ maksymalny kapita® w stanie ustalonym?

f (k)
(n+ )k

sf (k)

k k

Rysunek 2: Steady state w modelu Solova

Jak wp?ywa stopa oszczjdnozcina kapita® w stanie ustalonym? Wzrost s przeswa
wykres sf (k) na rys. 2 do gory, a wijc punkt przecijcia tego wykresu z linij ( + n)k
przeswa si; w prawo, k wzrasta. Mo»nato te» pokaza¢formalnie. Zauwa»ny, »eréwna-
nie (19) zadae w sposébuwik®any k przezs. Mo»eny skorzysta¢ z twierdzenia o funkcji
uwik®anej:

gdzieG(k ;s)=sf(k) ( +n)k.
Otrzymujemy:
dk f(k) _
U - sfqky (+m 0 C (20)

wiczenie 19 Uzasadnijostatnij nieréwno+¢Wsk azéwk a: cowyra»asf (k ) i dlaczegosf Yk ) <
( +n)?

\wiczenie 20 Jak zale»yprodukt per capita w stanie ustalonym od s?

Jak wp?ywa stopa oszczjdnoxcna konsumpcj; w stanie ustalonym? Problem jest o tyle
trudniejszy, »e wystipuji tu dwa dzia®gjjce w przeciwnych kierunkach efekty: wijksze
oszczidnozxcito mniejsza cz|x¢ produktu przeznaczonana konsumpcj;, lecz jednoczeznie
wijcej kapita?u i wijkszy produkt do podzia®u. Zacznijmy od spostrze»enia»eo0szczdno-
*ciw stanie ustalonym zréwnujj sii zamortyzacjj ( + n)k . Wynika z tego, »ekonsumpcja
w stanie ustalonym jest po prostu réwna ro»nicy f (k ) ( + n)k . Konsumpcja b}dzie

4 Dokaadniej amortyzacji per capita b!djcej sumj rzeczywistej amortyzacji (yrdzewienia") i tempa
przyrostu ludnozci. Wzrost wielkoxcipopulacji oznacza,»e kapita® trzeba dzieli¢ na wijkszj liczb} ludzi, a
wilc k spada.



najwilksza dla k maksymalizujjcegot} ro»nic], czyli takiego dla ktérego styczna do wy-
kresuf (k) jest rownoleg?ado ( + n)k (patrz rys. 3). Nachylenie stycznejf k) ma si! wilc
rowna¢ ( + n). Réwnanie:

fqKe) = ( +n) (21)

okretlgjce stan ustalony, w ktorym konsumpcja per capita jest maksymalna nazywane
jest z%otj regu?j. Réwnanie to poxredniookrexlastop; oszcz;dnoxciponiewa» przyporzid-
kowanie stopy oszczjdnozcis i k jest 1 na 1.

f (k)
(n+ )k

L >

K gold k

Rysunek 3: Z2ota regu®aw modelu Solova

Z2otj regudl mo»nauzyskat¢w sposébformalny rozwijzujjc nastjpujicy problem mak-
symalizacyjny:
mé':\x(l s)f (k (s)):

Warunek pierwszegorzjdu to zeravanie si; pochodnej konsumpcji w stanie ustalonym
po s:

d _n
G Ik (=0

Stijd (korzystajic z twierdze« o pochodnej iloczynu, pochodnej f. z2o»oneji rowna-
nia (20)):
f(k (s)

ST () (*n) O

fk(s) @ 9FfYk(9)
co implikuje warunek (21).
,wiczenie 21 Dokonaj pominilt ych oblicze«.

,wiczenie 22 Wyprowad! warunek (21) korzystajjc twierdzenia o0 mno»nikach Lagrange'a. In-
nymi s2owy rozwij» problem:

ml?x(l f(k) pw: sf(k) ( +nk =0
S;
Denicja 11 Méwimy o gosmdarce, »ejest dynamicznie nieefektywna,jexli zbiegado stanu

ustalonego, w ktérym kapita® per capita jest wy»szyni» ten wyznaczanyprzezz2otj regu?
(réwnanie (21)).



Uzasadnieniempowy»szejde nicji jest proste rozumowanie. Za20»ny, »e gospodarka
jest dynamicznie nieefekywna i stopa oszczjdnozcis jest wy»szani» maksymalizujjce
konsumpcj! w stanie ustalonym s9°9. Wtedy zmniejszeniestopy oszcz!dno+cipoprawia
sytuacj} zardwno dzisiejszyt pokole« (wilksza konsumpcja), jak i przyszdyd (w nowym
stanie ustalonym konsumpcja te» jest wy»sza).Mo»nawilc jednoczexnigpoprawi¢ sytuacj
i dzix,i jutro.

5 Postjp techniczny

Do to tej pory jedynym czynnikiem powodujjcym wzrost gospodarczy w naszym mo-
delu by? egzogeniczy wzrost ludnozxci. W stanie ustalonym, do ktérego zbiega®agospo-
darka produkt per capita by® sta®y. Jest to w oczywisty sposéb sprzecznez observa-
cjj rzeczywistch gospdarek. Najwa»niejszymczynnikiem napjdzajjcym wzrost jest po-
stip techniczny powodujjcy zwijkszenie produkcji przy takich samych nak®adad kapita®u
i pracy. Sj trzy metody uwzglidniania postjpu technicznego,ktérego iloxciavj miar, ozna-
czynmy przez A, w funkcji produkciji:

| postip techniczny neutralny w sensieHicksa: Y (t) = A(t)F (K (t); L(t));

| postip techniczny neutralny w sensieHarroda: Y (t) = F (K (t); A(t)L(t));

| postip techniczny neutralny w sensieSolava: Y (t) = F(A(t)K (t); L(t)):
wiczenie 23 Niech F(K;L) = AF (K;L). Poka»,»edla K=L = constzadodzi Fx =F = const.
Neutralnot¢postjpu technologicznegowed®ugHicksa oznaczasta?y iloraz kra«cowych produktyw-
nozciprzy sta®ym ilorazie nak®adéw czynnikéw produkciji.
,wiczenie 24 NiechF(K;L) = F(K;AL). Poka»,»edlaF(K;L)=K = constzadodzi Fx K=(F_L) =
const. Neutralnox¢ postjpu technologicznegowed?ug Harroda oznaczasta?j proporcji wk®*adow
czynnikéw produkcji przy sta®ym ilorazie produkt/k apita?.
\wiczenie 25 Przyjmij F(K;L) = F(AK;L). Poka»,»edlaF (K;L)=L = constzacodzi Fx K=(F_L) =
const Neutralnot¢post|pu technologicznegoved?ugSolova oznaczasta?; proporcj; wk®addw czyn-

nikéw produkcji przy sta®ym ilorazie produkt/praca.

\wiczenie 26 Poka»,»ew przypadku funkcji produkcji Cobba-Douglasawszystkietrzy de nicje
postipu technicznegosj réwnowa»ne.

Poni»ejbjdziemy si} zajmowa¢tylko postip emtechnicznym zasilgjjcym prac}, tj. neu-
tralnym w sensieHarroda. Podstawowym powodem jest fakt, i» tylko w takim wypadku
mo»eny uzyska¢potwierdzonj empirycznie (d2ugookresave zachowanie sif PKB wielu kra-
jow) w2asnoz(stanu ustalonegorozumianj jako sta?o+¢stép wzrostu wszystkich agrega-
téw. Dowdd mo»naznalel¢u Barro i Sala-i-Martin'a [1], str. 54. Przy okazji tych rozwa»a«
uogolniamy de nicjl stanu ustalonego.

De nicja 12 Przezstan ustalony rozumiemyréwnowag| d®ugmkresowi, w ktorej wszyst-
kie agregaty wzrastajj wed?ug sta®ych (niekoniecznie réwnych) stop. Dla gosmdarki opisa-

taki wektor (xi)i'\':l, dla ktérego dalszaewolucja b dzie przebiga®a spe?niajic Jy = const
Zak®adary, »epost|p techniczny jest egzogeniczy i spe®nia:

R=g (22)
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ZauwaxIry, »eprzyjicie postjpu technicznegoneutralnegow sensieHarroda praktycz-
nie nie zmienia postacinaszegamodelu. JexliAL bjdziemy rozumie¢jako efektywnj poda»
pracy, wzrastajjci w tempie n+ g i zamiast dokonywa¢ przelicze«na wielkoxciper capita
bidziemy liczyli produkt i kapita® na jednostki efektywnej pracy wszystkie wyniki pozo-
stanj nie zmienione,wystarczy tylko podstawia¢ n + g wsz,dzie, gdzie do tej pory by2o n.
Jedynj istotnj ré»nicj bldzie stwierdzenie,»ew stanie ustalonym kapita? i produkt per ca-
pita rosnj wed?ug stopy g (wczezniejby?y sta?e). Uzasadnieniepowy»szegostwierdzenia
jest trywialne. W stanie ustalonym mamy:

K
y=Ff(k)=F I'l = const

Kapita? i produkt per capita to odpowiednio:

F %;A = f (K)A:

Z powy»szegowynika, »e w stanie ustalonym wielkoxciper capita sj proporcjonalne
do A, to zaxroxniew tempie g.

6 Mo del Solowa w czasie dyskretn ym

Wilkszox¢wspod2czexnigworzonych modeli gospodarekto modelew czasiedyskretnym,
dodatkowo klasa modeli w czasiecij g2ym posiadgjcych rozwijzania analityczne jest bar-
dzowiska. Prowadzito do przybli»onych metod rozwijzywania (metody numeryczne)czyli
dyskretyzacji. Z wymienionych powoddw warto jest wyprowadzi¢ model Solova w czasie
dyskretnym by méc poréwnywa¢ go innymi takimi modelami oraz zobaczy¢czy dyskre-
tyzacja rzeczywixciezmienia implikacje ekonomiczne. Bidzie to jednoczexnieokazja do
poznaniakilku wa»rych relacji wij»jcych modelecij g2ei dyskretne.

W modelu cij gdym wzrost ludnozci opisywalixmy rownaniem ro»niczkowym L= nL,
ktérego rozwijzaniem jest L(t) = Loe™. Pochodna logarytmiczna wynosi oczywitcien.
Interpretowalitmy to jako wzrost procertowy w jednostce czasu. Przyjrzyjmy sij temu
dok?adniej:

L Loen(t+1) Loent
L L oent

Ostatnie przybli»enie wynika z rozwinilcia € w szeregMcLaurena (tj. szeregTaylora
woko? 0) i pominijcia wyrazdw rzjdu wy»szegoni» jeden. Jetlinp. n = 5% = 0:05,
to n? = 0:0025 = 0:25% i to uzasadnia nasze przybli»enia. Rozwa»ania te prowadz;
do nastjpujjcego rownania wzrostu ludnozciw czasiedyskretnym:

=" 1 n

Liva = (1+ )L (23)

Warto zobaczytjak wyglida przejtciew drugj stron;. Mamy wzrost w jednostceczasu
réwny n. Podzielmy ten okresna k mniejszych okres@v rownej ddugozci(yucij glenie"). W
ka»dym z tych nowych okres@ ludno+¢wzro+nieo . A wijc przezca®y okresywyjciowvy"
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ludnox¢wzrotnie 1+ ¢ k razy. Przechodzijc do granicy® z k stwierdzamy, »ew jednym
okresiemamy wzrost e" razy.

Wré¢my do logarytmoéw. Pochodna logarytmiczna czyli pochodna logarytmu jakiej+
zmiennej po czasieto w przybli»eniu wzrost logarytmu w jednostce czasu.Jak to dzia?a
w czasiedyskretnym? Popatrzmy:

In(Lt+2) In(Ly) = In(L¢(X+n)) In(Ly)=In(Ly)+In(L+n) In(Ly)=In(1+n) n:

Ostatnia przybli»ona réwnoz¢wynika z rozwinilcia logarytmu w szeregTaylora woké?
jedynki i pominijcia wyrazow rz,du wy»szegoni» jeden.
Przejd'my do modelu Solova. W funkcji produkcji wprowadzany postjp techniczny
zasilgjcy prac;:
Yi = F(Ki; AtLy); (24)

A1 = (1+ 9AL: (25)

O zmianad pozionmu kapita®u decydujj te sameczynniki cow modelu w czasiecij géym:
deprecjacjai inweslycje brutto stanowijce sta?j cz;+¢PKB. Mamy:

Kt+1 = (1 )Kt + SF(KI;AILI): (26)

Interesava¢ nas b|dzie ewolucja kapitau na jednostkl efektywnej pracy, w zwijzku
z tym dzielimy réwnanie (26) stronami przez réwnania (25) i (23):

Ktn  _ (1 Ky N sF(K¢; AtLy)
Atiilier A+ A1+ n)Ly A+ g)A(1+ )Ly

stid przyjmujic ki zi Yt ans f(K) F(a 1) otrzymujemy:

1 K + S ¢
@+n)@+g ' (L+n)l+g)

Kivr = (ke): (27)

Rysunek4 przedstawia ewolucj; kapita?u najednostk! efektywnej pracy opisanj rowna-
niem (27). Startujemy z poziomemkapita®u k1. Na podstawie wykresu zale»no+cki+1 (kt)
mox»eny okrezli¢poziom k; idjc poziomj kreskj do przeciicia z linij ki+1 = k¢, nastjpnie
tak samookrezlany k3 itd. Dyskusja przebiegufunkcji ki+1 (K¢) jest analogicznado dysku-
sji przebieguk(k) w modelu w czasiecij g2ym i pozostaviamy jj jako ¢wiczenie. Zauwa»ny,
»eprzecijcie si; wykresu K+1 (ki) z linij ki+1 = k¢ wyznaczastan ustalony.

Réwnanie okrezlgjce stan ustalony jest nastpujjce:

- 1 S .
T @rmaro” T@raarg
Stjd otrzymujemy:
O=sf(k) (n+g+ng+ )k: (28)

5 Korzystamy z faktu, i» limy 1+ % k= e".

& By¢ mo»enajlepsze wyja£nienie odwo2uje si! przyrostu pienijdza w czasie.Bank ustala pewn; stop!
procertow;j r i okreskapitalizacji rowny 1=n, gdzien to liczba kapitalizacji w roku. Odsetki zwilkszaj;j baz|,
od ktdrej sj liczone nastjpne odsetki po okresie 1=n. W cij gu jednego okresu kapitalizacji oszcz)dnozci
pomnax»gj sij o (1+ r=n) (r jest stopj rocznj, awijc musimy pomno»y¢jj przez d?ugo+¢okresu odniesion;j
do jednegoroku). Okresow jest n, wilc 2jcznie w cij gu roku z jednej z%otéwki mamy 1+ & " Jetliodsetki
kapitalizujj sil ynatychmiast" otrzym ujemy naszwynik €. Nota bene kapitalizacja cij g2a bywa stosavana
w praktyce.
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A Kiv1 = ke

k
t Kesa (Ki)

Ko k1 Ko k ki

Rysunek 4: Model Solova w czasiedyskretnym

Réwnanie (28) jest identyczne z warunkiem (19) okrexlgjcym stan ustalony w modelu
cijgymgdy g = 0. Gdy g > 0O ré»nicapojawia si} tylko w wyrazie ng, ktory jest wielkocij
ma?j wy»szegaz;du. Wynikato z faktu, »ejexlidwie zmienne(u nasA i L) rosnj wed?ug
sta?ych stop n i g to w czasiecijg?ym ich iloczyn roxnie w tempie n + g, a w czasie
dyskretnym w tempie (1 + n)(1+ g0 1= n+ g+ ng. Poniewa» ng jest wielkoxcij ma?
wy»szegarzidu mo»nazastosava¢ przybli»enieng 0.

Z faktu, i» warunek na stan ustalony jest identyczny z poprzednio otrzymanym wnio-
skujemy, »ebezzmian przechodz; wszystkie dyskusje o wpdywie stopy oszczjdnozcina k
oraz dynamicznej efektywnozci.

7 Szybk oz¢ zbie»nozci i linearyzacja

Jak szybko gospdarka zbiegato punktu réwnowagi? Aby znalel¢ miar} tej zbie»no-
+cidokonamy przybli»enia liniowego réwnania (18) (z n zastjpionym przezn + g) woko?
punktu réwnowagi (przeprowadzenieodpowiedniegorozumowania dla wersji w czasiedys-
kretnym pozostawimy jako zadanie). Wprowad'my nowj zmiennj k= k Kk mierzjcj
odleg?o+tod stanu ustalonegoi dokonajmy podstawie« za k:

( kek)=sf( k+k) ( +n+g)( k+k):
Wykorzystamy liniowe przybli»enie funkcji f (k) woké2k :
f( k+k) f(k)+f%%) k
Poniewa» k jest sta®e otrzymujemy:
k=sf(k)+fYk) kI ( +n+g( k+k):

Stid:
k=sf(k)+sfqk) k ( +n+g k ( +n+gk;

k=1[sfqk ) ( +n+g)] k+ff(k) ({7+n+g)k}i
=0
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Wyro»niony cz2on zeruje sij na mocy warunku na stan ustalony. Ten»ewarunek po-
zwala nam te» zastjpi¢ wyra»eniesf {k ). Mamy bowiem:

o= (*Nnt ok
B flk)
Stjd pamijta jjc, »ef(;('(‘k)')‘ to elastycznox@produktu wzglidem kapita®u "} w punkcie
k otrzymujemy:

(+n+9fYk)k
f(k)

sfqk ) = ="g(k)( +n+0):
Ostatecznie:
k=[Yk) 1 +n+g k: (29)

Jezxlioznaczyny ["{(k ) 1]( + n+ @), to rozwijzanie rownania (29) mo»nazapisa¢
nastjpujjco:
k(t) = koe b (30)

Na podstawie znagjomoxci mo»eny wilc oszacwat, jak szybko bjdziemy zbiega¢
do stanu ustalonego.

\wiczenie 27 Poka»,»erzeczywitciezachodzi zbie»no+td < 0).

\wiczenie 28 Pojakim czasie(zale»tym od ) gospodarka przebjdzie po2ow; swej drogi do stanu
ustalonego(w zyce jest to tzw. czaspo?owicznegozaniku)? Wyznacz ten czasprzujmujjc stan-
dardowj kalibracj, tj. "} = % n+ + g= 0;06. Czy szybkot¢zhie»notciodpowiada obserwaciji
rzeczywistegotwiata, czy jest zbyt du»a(mada)?

\wiczenie 29 g Startujic z poziomu kapita®u bliskiego stanowi ustalonernu zasynuluj réwna-
nie ro»niczkowe (16) i poréwnaj ewolucj} k z wynikiem linearyzacji | réwnanie (30). Ustal funkcj|
produkciji, stop] deprecjacjii oszczjdnozci.

,wiczenie 30 Dokonaj linearyzacji rownania (27) woké? stanu ustalonego.Analizujjc odpowied-
nik dla modelu w czasiecij g2ym udowodnij, »egospodarka rzeczywitciezbiegado stanu ustalo-

nego.Jak szybko? Czy wystjpuje istotna ré»nicaw poréwnaniu z wynikami linearyzacji réwnania
(18)?
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