
ModelSolowa-Swana
tekst dydaktyczny

GrzegorzKlima �

18 pa¹dziernika 2005

1 Wst¦p

Prezentowany tuta j model pochodz¡cy od Solowa [2] i Swana [3] jest najprostszym
modelemteorii wzrostu, pozbawionym jakichkolwiek elementów optymalizacji. Stanowi on
punkt wyj±cia do rozwa»a«na temat wzrostu gospodarczegoi posiadapewnepodstawowe
wªasno±ci,które uªatwiaj¡ zrozumieniewyników i dyskusji pojawiaj¡cych si¦ w modelach
Ramseya, nakªadaj¡cych si¦ pokole« i endogenicznegowzrostu.

2 Funk cja pro duk cji

De�nicja 1 Funkcj¦ z(x; y) dwóch argumentów x i y nazywamy jednorodn¡ stopnia � ,
gdy:
1. je±li (x; y) nale»y do dziedziny z, to dla ka»dego nieujemnego � (�x; �y ) te» nale»y
do dziedziny z oraz
2. speªnione jest:

z(�x; �y ) = � � z(x; y): (1)

Twierdzenie 1 (Euler) Dla funkcji z(x; y) jednorodnej stopnia � , ró»niczkowalnejw spo-
sóbci¡gªy zachodzi nast¦puj¡c a równo±¢:1

zx (x; y)x + zy(x; y)y = �z (x; y): (2)

Dowód. Ustalmy x i y. Zaªó»my,»e:

z(�x; �y ) = � � z(x; y):

Zró»niczkujmypowy»sz¡równo±¢po � :

zx (�x; �y )x + zy(�x; �y )y = �� � � 1z(x; y):

Przyj¦ cie � = 1 daje tez¦.

� Grzegorz Klima, asystent, Katedra Ekonomii I, SzkoªaGªówna Handlowa, e-mail: gklima@sgh.waw.pl.
1 Wprowadzamy nast¦puj¡cy zapis pochodnej cz¡stkowej: zx � @z

@x .
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De�nicja 2 Funkcj¡ produkcji (neoklasyczn¡ funkcj¡ produkcji) nazywamyodwzorowanie
F : R+ [ f 0g� R+ [ f 0g ! R+ [ f 0g przyporz¡dkowuj¡ce kombinacjomczynnikówprodukcji:
pracy L i kapitaªu K pewien produkt Y = F (K ; L ). F musi mie¢ przy tym ci¡gªe drugie
pochodne i speªnia¢:

FK ; FL > 0; (3)

FK K ; FLL < 0; (4)

lim
K ! 0

FK (K ; 1) = + 1 ; lim
L ! 0

FL (1; L ) = + 1 ; (5)

lim
K ! + 1

FK (K ; 1) = 0; lim
L ! + 1

FL (1; L ) = 0; (6)

8� ­ 0F (�K ; �L ) = �F (K ; L ): (7)

Warunek (3) oznacza,»e kra«cowe produktywno±ci (czyli przyrosty produkcji przy
wzro±cienakªadów danegoczynnika ceteris paribus o jedn¡ jednostk¦ oznaczaneMPK �
FK i MPL � FL

2) obu czynników produkcji s¡ dodatnie (wzrost nakªadu jednegoz czyn-
ników produkcji ceteris paribus prowadzi do wzrostu produkcji). Warunek (4) mówi, »e
MPK i MPL malej¡ wraz ze wzrostem nakªadów odpowiednich czynników produkcji. In-
nymi sªowy, przy ustalonym nakªadziekapitaªu wielko±¢produkcji jest rosn¡c¡ i wkl¦sª¡
funkcj¡ nakªadu pracy i vice versa. Warunki (5) i (6) (tzw. warunki Inady) maj¡ charakter
techniczny, chocia» (6) ma prost¡ interpretacj¦: przy ustalonym poziomie jednegoz czyn-
ników produkcji i bardzo du»ych nakªadach drugiego, kra«cowy przychód jest znikomy.
Równo±¢(7) stwierdza, »efunkcja produkcji jest jednorodna stopnia 1, tj. przejawia staªe
korzy±ci skali | dwukrotne zwi¦kszenie nakªadów czynników produkcji daje dwukrotny
wzrost produkcji.3

‚wiczenie 1 Poka», »e z powy»szych zaªo»e«wynika F (K ; 0) = F (0; L ) = 0. Wsk azówk a:
przyjmuj¡c np. staªeL jaka jest granica (skorzystaj z reguªy de L'Hospitala) lim K !1 F (K ; L )=K ?

Fakt 1 FK L > 0 (tak»e FLK > 0, bo z tw. SchwartzaFLK = FLK ).
Dowód. Z tw. Eulera (1) mamy:

F (K ; L ) = FK (K ; L )K + FL (K ; L )L;

a st¡d przezzró»niczkowanieobu stron po L :

FL (K ; L ) = FK L (K ; L )K + FLL (K ; L )L + FL (K ; L ):

Otrzymujemy:

FK L (K ; L ) = �
FLL (K ; L )L

K
:

Z (4) wnioskujemy, »eprawa strona jest dodatnia, a to dowodzi naszej tezy.

Powy»szyfakt ma bardzo wa»n¡ interpretacj¦ ekonomiczn¡: pochodna kra«cowej pro-
duktywno±ci jednego czynnika produkcji wzgl¦dem nakªadów drugiego jest dodatnia, a
wi¦c wzrost nakªadów np. pracy zwi¦ksza kra«cow¡ produktywno±¢kapitaªu. Je±li mamy
100 pracowników i damy im kolejn¡ (np. 11-¡) maszyn¦ odniesie to wi¦kszy skutek (mie-
rzony wzrostem produkcji) ni» danie tej 11-ej maszyny 5-iu pracownikom.

Wprowadzimy jeszczekilka u»ytecznych de�nicji.
2 Ang. Marginal Product of Capital i Marginal Product of Labour.
3 W skali mikro mog¡ wyst¦p owa¢ malej¡ce korzy±ci skali, np. ograniczenia zwi¡zanie z infrastruktur¡,

jednak w skali makro mo»na przedstawi¢ ÿargument kopiowania": je±li utworzymy kopi¦ danego przedsi¦-
biorstwa w innym miejscu to w oczywisty sposób uzyskamy dwukrotnie wi¦ksz¡ produkcj¦.
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De�nicja 3 Elastyczno±ci¡funkcji z(x1; : : : ; xN ) wzgl¦demargumentux i nazywamyliczb¦:

"z
x i

�
@ln(z)
@ln(x i )

:

De�nicja 4 Ró»niczk¡ logarytmiczn¡ zmiennej x nazywamyd ln(x) = dx
x .

Z de�nicji wynika, »eelastyczno±¢nie jest niczym innym jak ilorazem ró»niczekloga-
rytmicznych (przyrostów wzgl¦dnych) funkcji i argumentu, a wi¦c daje nam informacj¦
o ile procent wzro±nie np. produkcja je±li nakªad jednego z czynników wzro±nie ceteris
paribus o 1%. Do oblicze« elastyczno±ci" z

x wykorzystuje si¦ prosty wzór:

"z
x i

=
x i

z(x i )
@z
@x i

: (8)

De�nicja 5 Pochodn¡ logarytmiczn¡ zmiennej x ewoluuj¡cej w czasie nazywamy bx =
_ln(x) = d ln( x)

dt = _x
x .

Pochodna logarytmiczna okre±lawi¦c stop¦ wzrostu (procentowy przyrost) zmiennej
x w jednostceczasu.

‚wiczenie 2 Udowodnij nast¦puj¡ce wzory:

cxy = bx + by; (9)
d�
x
y

�
= bx � by; (10)

df (x) = " f (x )
x bx: (11)

De�nicja 6 Izokwant¡ nazywamy zbiór kombinacji nakªadów czynników produkcji, dla
których produkcja pozostajeniezmieniona, czyli zbiór:

f (K ; L ) : F (K ; L ) = Y0g;

gdzieY0 to pewna staªa.

Przy danym poziomie produkcji wielko±¢nakªadów jednego z czynników produkcji
okre±la nakªady drugiego; mówimy, »e równo±¢F (K ; L ) = Y0 zadaje K jako funkcj¦ L
(i vice versa) w sposóbuwikªany.

De�nicja 7 Kra«cow¡ stop¡ substytucji (MRS, ang. Marginal Rate of Substitution ) ka-
pitaªu prac¡ (pracy kapitaªem) nazywamy wzi¦t¡ ze znakiem minus pochodn¡ uwikªan¡
� dL

dK (� dK
dL ).

Innymi sªowy je±li chcemy zmniejszy¢nakªad kapitaªu o jednostk¦, wtedy, by utrzyma¢
staªy poziom produkcji, musimy doda¢ MRS jednostek pracy. MRS jest niczym innym,
jak ilorazem kra«cowych produktywno±ci.

De�nicja 8 Elastyczno±ci¡substytucji nazywamypochodn¡ (liczon¡ przy staªympoziomie
produkcji Y0):

@ln( L (K )
K )

@ln(MRS)
:
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Elastyczno±¢substytucji mówi o ile procent zmieni si¦ proporcja nakªadów czynników
produkcji je±li przesuniemy si¦ na izokwancie tak, by MRS zmieniªo si¦ o 1%. Zauwa»my,
»e �rma minimalizuj¡ca koszt przy danym poziomie produkcji i cenach czynników r i w
wybierze tak¡ kombinacj¦ nakªadów by w

r = MRS. Pozwala to zinterpretowa¢elastyczno±¢
substytucji jako procentow¡ zmian¦ ilorazu nakªadów pracy i kapitaªu w minimalizuj¡cym
koszt przedsi¦biorstwie przy zmianie cen wzgl¦dnych czynników produkcji o 1%.

Poni»ejprezentujemy dwa najpopularniejszeprzykªady funkcji produkcji: Cobba-Douglasa
i CES. Funkcja produkcji Cobba-Douglasaokre±lonajest wzorem:

F (K ; L ) = AK � L 1� � :

‚wiczenie 3 Napiszw swoim ulubionym j¦zyku programowania funkcj¦ zwracaj¡c¡ wielko±¢
produkcji dla nakªadów K i L przy technologii Cobba{Douglasao staªych korzy±ciach skali i udziale
kapitaªu � . Dla parametryzacji przyjmij F (1; 1) = 1. Zrób jej wykres na siatce [0; 10] � [0; 10]
przyjmuj¡c � = 0;3333.

‚wiczenie 4 Poka», »efunkcja Cobba-Douglasaspeªnia warunki def. 2.

‚wiczenie 5 Jaka jest elastyczno±¢produkcji wzgl¦dem nakªadów kapitaªu i pracy?

‚wiczenie 6 Jak¡ posta¢ funkcyjn¡ ma izokwanta, tj. przy dany poziomie produkcji Y0 jak K
zale»yod L?

‚wiczenie 7 Policz MRS dla funkcji Cobba-Douglasaprzy danych poziomach nakªadów czynni-
ków produkcji K i L .

‚wiczenie 8 Jaka jest elastyczno±¢substytucji dla funkcji produkcji Cobba-Douglasa?

Uogólnieniemfunkcji Cobba-Douglasa(patrz ¢wiczenie12) jest funkcja produkcji CES
(ang. Constant Elasticity of Substitution):

F (K ; L ) = A(aK %+ bL%)
1
%:

‚wiczenie 9 Dla jakich parametrów funkcja CES speªnia warunki def. 2?

‚wiczenie 10 Wyznaczy¢posta¢funkcyjn¡ izokwanty K (L; Y0) i policz pochodn¡ dK
dL . Sprawd¹

swój wynik korzystaj¡c z tw. o funkcji uwikªanej.

‚wiczenie 11 Poka», »efunkcja CES rzeczywi±ciema staª¡ elastyczno±¢substytucji.

‚wiczenie 12 Do jakiej funkcji zbiegafunkcja CES, gdy %! 0 (przyjmij a + b = 1) i %! �1 ?

3 Równania mo delu

Niech b¦dzie dana funkcja produkcji Y = F (K ; L ). Produkt dzielony jest mi¦dzy kon-
sumpcj¦ C i oszcz¦dno±ciS, które równaj¡ si¦ inwestycjom (brutto) I . Kapitaª deprecjo-
nuje si¦ w tempie � . Zmiany kapitaªu (inwestycje netto) s¡ wi¦c ró»nic¡ inwestycji brutto
i deprecjacji. Na podstawie powy»szych rozwa»a« mo»emy napisa¢ tzw. równanie ruchu
na kapitaª:

_K = I � � K ; (12)

gdzie kropka oznaczaró»niczkowanie po czasie.
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Zakªadamy dalej, »ewszyscypracuj¡ i ludno±¢przyrasta w staªym tempie n:

bL =
_L
L

= n: (13)

Kluczowym zaªo»eniemmodelu jest staªo±¢stopy oszcz¦dno±cis. Innymi sªowy, staªa
cz¦±¢produktu w danym momenciezostaje zainwestowana:

I = S = sY: (14)

Wstawiaj¡c (14) do (12) otrzymujemy:

_K = sY � � K : (15)

Równania (15) i (13) w peªni opisuj¡ ewolucj¦ naszejmodelowej gospodarki. Z takiego
ukªadu równa« trudno jest jednak cokolwiek wnioskowa¢,pozatym, »eczynniki produkcji,
a wi¦c i produkt b¦d¡ rosªy do niesko«czono±ci(nap¦dzane wzrostem ludno±ci). O wiele
bardziej interesuj¡ca jest analiza ewolucji kapitaªu i produkcji przypadaj¡cych na jednego
mieszka«ca.Maªymi literami oznacza¢b¦dziemy odpowiednie wielko±ciper capita, a wi¦c:
k � K

L i y � Y
L . Dziel¡c stronami równania (15) i (13):

_K
L

= sy � � k:

Korzystaj¡c z faktu, i» K = kL otrzymujemy:

_kL
L

= sy � � k;

_kL + k _L
L

= sy � � k;

_k = sy � (� +
_L
L

)k:

Z (13) otrzymujemy ostatecznierównanie ruchu na kapitaª per capita:

_k = sy � (� + n)k: (16)

Zajmijm y si¦ na chwil¦ produktem per capita. Z jednorodno±cifunkcji produkcji otrzy-
mujemy:

y =
Y
L

=
F (K ; L )

L
= F

�
K
L

; 1
�

= F (k; 1):

De�nicja 9 Intensywn¡ postaci¡ funkcji produkcji nazywamyzale»no±¢produktu per ca-
pita od kapitaªu per capita:

y = f (k) = F (k; 1): (17)

‚wiczenie 13 Znajd¹ intensywn¡ posta¢funkcji produkcji Cobba{Douglasa.

‚wiczenie 14 Znajd¹ intensywn¡ posta¢funkcji produkcji CES.
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Korzystaj¡c z de�nicji 9 mo»emy przepisa¢równanie (16) nast¦puj¡co:

_k = sf (k) � (� + n)k: (18)

Diagram fazowy dla tego równania ró»niczkowego przedstawiony jest na rysunku 1.
Ksztaªt wykresu funkcji sf (k)� (� + n)k uzasadniaj¡ warunki Inady. Z warunku (5) wynika,
»e pochodna sf 0(k) � (� + n) d¡»y do niesko«czono±ci,gdy k ! 0, a wi¦c dla maªych
poziomów kapitaªu sf (k) � (� + n)k jest dodatnie i rosn¡ce, kapitaª jest akumulowany
( _k > 0). Z (6) wynika, »epochodna sf (k) � (� + n)k w niesko«czono±cid¡»y do � (� + n)
| od pewnegok" , dla którego sf 0(k" ) = " prawa strona naszegorównania ró»niczkowego
maleje wraz z k nie wolniej ni» (� + n) � " , a wi¦c na pewno istnieje takie k � , dla którego
_k� = 0 i powy»ej którego kapitaª b¦dzie malaª.

_k

kk�

sf (k) � (n + � )k

Rysunek 1: Diagram fazowy dla modelu Solowa

4 Stan ustalon y

Powy»szerozwa»aniaprowadz¡ do nast¦puj¡cej de�nicji.

De�nicja 10 Przez stan ustalony rozumiemy taki niezerowy poziom kapitaªu per capita
k� , dla którego _k(k� ) = 0, czyli:

0 = sf (k � ) � (� + n)k � : (19)

‚wiczenie 15 Korzysta j¡c z rysunku 1 powiedz czy steady state w modelu Solowa jest stabilny
(czy startuj¡c z poziomemkapitaªu z otoczeniak � b¦dziemy zbiega¢do k � )?

‚wiczenie 16 Dla funkcji produkcji Cobba{Douglasa znajd¹ formuª¦ explicite na k � .

‚wiczenie 17 Napisz funkcj¦, która dla podanych s, � , n i funkcji produkcji w postaci
intensywnej wylicza poziom kapitaªu w stanie ustalonym. Do znalezienia rozwi¡zania równania
(19) skorzystaj z metody bisekcji. Korzysta j¡c z tej funkcji i przyjmuj¡c n + � + g = 6% oraz
f (k) = k1=3 zrób wykres zalezno±cikapitaªu i konsumpcji w stanie ustalonym dla s 2 [0; 1].

Rysunek 2 przedstawia gospodark¦ w stanie ustalonym. Warunek _k = 0 (zerowe in-
westycje per capita netto) oznaczazrównanie si¦ inwestycji brutto (oszcz¦dno±cisf (k))
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i amortyzacji.4 Konsumpcja per capita jest staªa i równa cz¦±ci produktu niewydanej
na inwestycje odtworzeniowe.

‚wiczenie 18 Jaki mo»eby¢ maksymalny kapitaª w stanie ustalonym?

kk�

f (k)

(n + � )k

sf (k)

Rysunek 2: Steady state w modelu Solowa

Jak wpªywa stopa oszcz¦dno±cina kapitaª w stanie ustalonym? Wzrost s przesuwa
wykres sf (k) na rys. 2 do góry, a wi¦c punkt przeci¦cia tego wykresu z lini¡ (� + n)k
przesuwa si¦ w prawo, k � wzrasta. Mo»na to te» pokaza¢formalnie. Zauwa»my, »erówna-
nie (19) zadaje w sposóbuwikªany k � przez s. Mo»emy skorzysta¢z twierdzenia o funkcji
uwikªanej:

dk�

ds
= �

@G
@s
@G
@k

;

gdzie G(k � ; s) = sf (k � ) � (� + n)k � .
Otrzymujemy:

dk�

ds
= �

f (k� )
sf 0(k� ) � (� + n)

> 0: (20)

‚wiczenie 19 Uzasadnijostatni¡ nierówno±¢.Wsk azówk a: cowyra»asf 0(k � ) i dlaczegosf 0(k � ) <
(� + n)?

‚wiczenie 20 Jak zale»yprodukt per capita w stanie ustalonym od s?

Jak wpªywa stopa oszcz¦dno±cina konsumpcj¦ w stanie ustalonym? Problem jest o tyle
trudniejszy, »e wyst¦puj¡ tu dwa dziaªaj¡ce w przeciwnych kierunkach efekty: wi¦ksze
oszcz¦dno±cito mniejsza cz¦±¢ produktu przeznaczonana konsumpcj¦, lecz jednocze±nie
wi¦cej kapitaªu i wi¦kszy produkt do podziaªu. Zacznijmy od spostrze»enia,»eoszcz¦dno-
±ciw stanie ustalonym zrównuj¡ si¦ z amortyzacj¡ (� + n)k � . Wynika z tego,»ekonsumpcja
w stanie ustalonym jest po prostu równa ró»nicy f (k � ) � (� + n)k � . Konsumpcja b¦dzie

4 Dokªadniej amortyzacji per capita b¦d¡cej sum¡ rzeczywistej amortyzacji (ÿrdzewienia") i tempa
przyrostu ludno±ci. Wzrost wielko±cipopulacji oznacza,»ekapitaª trzeba dzieli¢ na wi¦ksz¡ liczb¦ ludzi, a
wi¦c k spada.
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najwi¦ksza dla k � maksymalizuj¡cego t¦ ró»nic¦, czyli takiego dla którego styczna do wy-
kresu f (k) jest równolegªado (� + n)k (patrz rys. 3). Nachylenie stycznej f 0(k) ma si¦ wi¦c
równa¢ (� + n). Równanie:

f 0(k gold) = (� + n) (21)

okre±laj¡ce stan ustalony, w którym konsumpcja per capita jest maksymalna nazywane
jest zªot¡ reguª¡. Równanie to po±redniookre±lastop¦ oszcz¦dno±ci,poniewa»przyporz¡d-
kowanie stopy oszcz¦dno±cis i k � jest 1 na 1.

k

f (k)

(n + � )k

k gold

Rysunek 3: Zªota reguªaw modelu Solowa

Zªot¡ reguª¦ mo»nauzyska¢w sposóbformalny rozwi¡zuj¡c nast¦puj¡cy problem mak-
symalizacyjny:

max
s

(1 � s)f (k � (s)) :

Warunek pierwszegorz¦du to zerowanie si¦ pochodnej konsumpcji w stanie ustalonym
po s:

d
ds

(1 � s)f (k � (s)) = 0:

St¡d (korzystaj¡c z twierdze« o pochodnej iloczynu, pochodnej f. zªo»oneji równa-
nia (20)):

� f (k� (s)) � (1 � s)f 0(k� (s))
f (k� (s))

sf 0(k� (s)) � (� + n)
= 0;

co implikuje warunek (21).

‚wiczenie 21 Dokonaj pomini¦t ych oblicze«.

‚wiczenie 22 Wyprowad¹ warunek (21) korzystaj¡c twierdzenia o mno»nikach Lagrange'a. In-
nymi sªowy rozwi¡» problem:

max
s;k �

(1 � s)f (k � ) pw: sf (k � ) � (� + n)k � = 0:

De�nicja 11 Mówimy o gospodarce, »ejest dynamicznienieefektywna,je±li zbiegado stanu
ustalonego, w którym kapitaª per capita jest wy»szyni» ten wyznaczanyprzezzªot¡ reguª¦
(równanie (21)).
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Uzasadnieniempowy»szejde�nicji jest proste rozumowanie. Zaªó»my, »e gospodarka
jest dynamicznie nieefektywna i stopa oszcz¦dno±cis jest wy»sza ni» maksymalizuj¡ce
konsumpcj¦ w stanie ustalonym sgold. Wtedy zmniejszeniestopy oszcz¦dno±cipoprawia
sytuacj¦ zarówno dzisiejszych pokole« (wi¦ksza konsumpcja), jak i przyszªych (w nowym
stanieustalonym konsumpcja te» jest wy»sza).Mo»nawi¦c jednocze±niepoprawi¢ sytuacj¦
i dzi±, i jutro.

5 Post¦p techniczn y

Do to tej pory jedynym czynnikiem powoduj¡cym wzrost gospodarczy w naszymmo-
delu byª egzogeniczny wzrost ludno±ci. W stanie ustalonym, do którego zbiegaªagospo-
darka produkt per capita byª staªy. Jest to w oczywisty sposób sprzecznez obserwa-
cj¡ rzeczywistych gospodarek. Najwa»niejszymczynnikiem nap¦dza j¡cym wzrost jest po-
st¦p techniczny powoduj¡cy zwi¦kszenie produkcji przy takich samych nakªadach kapitaªu
i pracy. S¡ trzy metody uwzgl¦dniania post¦pu technicznego,którego ilo±ciow¡ miar¦ ozna-
czymy przez A, w funkcji produkcji:

| post¦p techniczny neutralny w sensieHicksa: Y (t) = A(t)F (K (t); L (t)) ;

| post¦p techniczny neutralny w sensieHarroda: Y (t) = F (K (t); A(t)L (t)) ;

| post¦p techniczny neutralny w sensieSolowa: Y (t) = F (A(t)K (t); L (t)) :

‚wiczenie 23 Niech �F (K ; L ) = AF (K ; L ). Poka»,»edla K =L = const zachodzi �FK = �FL = const.
Neutralno±¢post¦pu technologicznegowedªugHicksa oznaczastaªy iloraz kra«cowych produktyw-
no±ciprzy staªym ilorazie nakªadów czynników produkcji.

‚wiczenie 24 Niech �F (K ; L ) = F (K ; AL ). Poka»,»edla �F (K ; L )=K = constzachodzi �FK K =( �FL L) =
const. Neutralno±¢ post¦pu technologicznegowedªug Harroda oznaczastaª¡ proporcj¦ wkªadów
czynników produkcji przy staªym ilorazie produkt/k apitaª.

‚wiczenie 25 Przyjmij �F (K ; L ) = F (AK ; L ). Poka»,»edla �F (K ; L )=L = constzachodzi �FK K =( �FL L) =
const. Neutralno±¢post¦pu technologicznegowedªugSolowa oznaczastaª¡ proporcj¦ wkªadów czyn-
ników produkcji przy staªym ilorazie produkt/praca.

‚wiczenie 26 Poka»,»ew przypadku funkcji produkcji Cobba-Douglasawszystkie trzy de�nicje
post¦pu technicznegos¡ równowa»ne.

Poni»ejb¦dziemy si¦ zajmowa¢tylko post¦p emtechnicznym zasilaj¡cym prac¦, tj. neu-
tralnym w sensieHarroda. Podstawowym powodem jest fakt, i» tylko w takim wypadku
mo»emy uzyska¢potwierdzon¡ empirycznie(dªugookresowezachowanie si¦ PKB wielu kra-
jów) wªasno±¢stanu ustalonegorozumian¡ jako staªo±¢stóp wzrostu wszystkich agrega-
tów. Dowód mo»naznale¹¢u Barro i Sala-i-Martin'a [1], str. 54. Przy okazji tych rozwa»a«
uogólniamy de�nicj¦ stanu ustalonego.

De�nicja 12 Przez stan ustalony rozumiemyrównowag¦ dªugookresow¡, w której wszyst-
kie agregaty wzrastaj¡ wedªugstaªych(niekoniecznie równych) stóp. Dla gospodarki opisa-
nej ukªademN równa« ró»niczkowych _x i = f i (x1; : : : ; xN ), gdzie i 2 f 1; : : : ; N g, jest to
taki wektor (x i )

N
i=1 , dla którego dalszaewolucja b¦ dzie przebiegaªaspeªniaj¡c bx i = const.

Zakªadamy, »epost¦p techniczny jest egzogeniczny i speªnia:

bA = g: (22)
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Zauwa»my, »eprzyj¦cie post¦pu technicznegoneutralnego w sensieHarroda praktycz-
nie nie zmienia postacinaszegomodelu. Je±liAL b¦dziemy rozumie¢jako efektywn¡ poda»
pracy, wzrastaj¡c¡ w tempie n + g i zamiast dokonywa¢ przelicze«na wielko±ciper capita
b¦dziemy liczyli produkt i kapitaª na jednostki efektywnej pracy wszystkie wyniki pozo-
stan¡ nie zmienione,wystarczy tylko podstawia¢ n + g wsz¦dzie, gdziedo tej pory byªo n.
Jedyn¡ istotn¡ ró»nic¡ b¦dzie stwierdzenie,»ew stanie ustalonym kapitaª i produkt per ca-
pita rosn¡ wedªug stopy g (wcze±niejbyªy staªe). Uzasadnieniepowy»szegostwierdzenia
jest trywialne. W stanie ustalonym mamy:

k =
K
AL

= const

i

y = f (k) = F
�

K
AL

; 1
�

= const:

Kapitaª i produkt per capita to odpowiednio:

K
L

= kA

i

F
�

K
L

; A
�

= f (k)A:

Z powy»szegowynika, »e w stanie ustalonym wielko±ci per capita s¡ proporcjonalne
do A, to za±ro±niew tempie g.

6 Mo del Solowa w czasie dyskretn ym

Wi¦kszo±¢wspóªcze±nietworzonych modeli gospodarek to modelew czasiedyskretnym,
dodatkowo klasa modeli w czasieci¡ gªym posiadaj¡cych rozwi¡zania analityczne jest bar-
dzow¡ska. Prowadzi to do przybli»onych metod rozwi¡zywania (metody numeryczne)czyli
dyskretyzacji. Z wymienionych powodów warto jest wyprowadzi¢ model Solowa w czasie
dyskretnym by móc porównywa¢ go innymi takimi modelami oraz zobaczy¢czy dyskre-
tyzacja rzeczywi±ciezmienia implikacje ekonomiczne. B¦dzie to jednocze±nieokazja do
poznania kilku wa»nych relacji wi¡»¡cych modele ci¡ gªe i dyskretne.

W modelu ci¡ gªym wzrost ludno±ci opisywali±my równaniem ró»niczkowym _L = nL ,
którego rozwi¡zaniem jest L (t) = L 0ent . Pochodna logarytmiczna wynosi oczywi±cien.
Interpretowali±my to jako wzrost procentowy w jednostce czasu. Przyjrzyjm y si¦ temu
dokªadniej:

� L
L

=
L 0en(t+1) � L 0ent

L 0ent = en � 1 � n:

Ostatnie przybli»enie wynika z rozwini¦cia ex w szeregMcLaurena (tj. szeregTaylora
wokóª 0) i pomini¦cia wyrazów rz¦du wy»szegoni» jeden. Je±li np. n = 5% = 0:05,
to n2 = 0:0025 = 0:25% i to uzasadnia nasze przybli»enia. Rozwa»ania te prowadz¡
do nast¦puj¡cego równania wzrostu ludno±ciw czasiedyskretnym:

L t+1 = (1 + n)L t : (23)

Warto zobaczy¢jak wygl¡da przej±ciew drug¡ stron¦. Mamy wzrost w jednostceczasu
równy n. Podzielmy ten okresna k mniejszych okresów równej dªugo±ci(ÿuci¡ glenie"). W
ka»dymz tych nowych okresów ludno±¢wzro±nieo n

k . A wi¦c przezcaªy okresÿwyj±ciowy"
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ludno±¢wzro±nie
�
1 + n

k

� k razy. Przechodz¡c do granicy 5 z k stwierdzamy, »e w jednym
okresiemamy wzrost en razy.6

Wró¢my do logarytmów. Pochodna logarytmiczna czyli pochodna logarytmu jakiej±
zmiennej po czasieto w przybli»eniu wzrost logarytmu w jednostceczasu.Jak to dziaªa
w czasiedyskretnym? Popatrzmy:

ln(L t+1 ) � ln(L t ) = ln(L t (1 + n)) � ln(L t ) = ln(L t ) + ln(1 + n) � ln(L t ) = ln(1 + n) � n:

Ostatnia przybli»ona równo±¢wynika z rozwini¦cia logarytmu w szeregTaylora wokóª
jedynki i pomini¦cia wyrazów rz¦du wy»szegoni» jeden.

Przejd¹my do modelu Solowa. W funkcji produkcji wprowadzamy post¦p techniczny
zasilaj¡cy prac¦:

Yt = F (K t ; A t L t ); (24)

A t+1 = (1 + g)A t : (25)

O zmianach poziomu kapitaªu decyduj¡ te sameczynniki cow modelu w czasieci¡ gªym:
deprecjacjai inwestycje brutto stanowi¡ce staª¡ cz¦±¢PKB. Mamy:

K t+1 = (1 � � )K t + sF (K t ; A t L t ): (26)

Interesowa¢ nas b¦dzie ewolucja kapitaªu na jednostk¦ efektywnej pracy, w zwi¡zku
z tym dzielimy równanie (26) stronami przez równania (25) i (23):

K t+1

A t+1 L t+1
=

(1 � � )K t

(1 + g)A t (1 + n)L t
+

sF (K t ; A t L t )
(1 + g)A t (1 + n)L t

:

St¡d przyjmuj¡c kt � K t
A t L t

, yt � Yt
A t L t

, f (k) � F ( K t
A t L t

; 1) otrzymujemy:

kt+1 =
1 � �

(1 + n)(1 + g)
kt +

s
(1 + n)(1 + g)

f (kt ): (27)

Rysunek4 przedstawia ewolucj¦ kapitaªu na jednostk¦ efektywnej pracy opisan¡ równa-
niem (27). Startujemy z poziomemkapitaªu k1. Na podstawie wykresu zale»no±cikt+1 (kt )
mo»emy okre±li¢poziom k2 id¡c poziom¡ kresk¡ do przeci¦cia z lini¡ kt+1 = kt , nast¦pnie
tak samookre±lamy k3 itd. Dyskusja przebiegufunkcji kt+1 (kt ) jest analogicznado dysku-
sji przebiegu _k(k) w modelu w czasieci¡ gªym i pozostawiamy j¡ jako ¢wiczenie.Zauwa»my,
»eprzeci¦cie si¦ wykresu kt+1 (kt ) z lini¡ kt+1 = kt wyznaczastan ustalony.

Równanie okre±laj¡ce stan ustalony jest nast¦puj¡ce:

k� =
1 � �

(1 + n)(1 + g)
k� +

s
(1 + n)(1 + g)

f (k� ):

St¡d otrzymujemy:
0 = sf (k � ) � (n + g + ng + � )k � : (28)

5 Korzystamy z faktu, i» lim k !1

�
1 + n

k

� k
= en .

6 By¢ mo»enajlepsze wyja±nienie odwoªuje si¦ przyrostu pieni¡dza w czasie.Bank ustala pewn¡ stop¦
procentow¡ r i okreskapitalizacji równy 1=n, gdzien to liczba kapitalizacji w roku. Odsetki zwi¦ksza j¡ baz¦,
od której s¡ liczone nast¦pne odsetki po okresie 1=n. W ci¡ gu jednego okresu kapitalizacji oszcz¦dno±ci
pomna»aj¡ si¦ o (1+ r =n) (r jest stop¡ roczn¡, a wi¦c musimy pomno»y¢j¡ przez dªugo±¢okresu odniesion¡
do jednegoroku). Okresów jest n, wi¦c ª¡cznie w ci¡ gu roku z jednej zªotówki mamy

�
1 + r

n

� n
. Je±li odsetki

kapitalizuj¡ si¦ ÿnatychmiast" otrzym ujemy naszwynik er . Nota bene, kapitalizacja ci¡ gªa bywa stosowana
w prakt yce.
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kt

kt +1

kt +1 = kt

kt +1 (kt )

k�k0 k1 k2

Rysunek 4: Model Solowa w czasiedyskretnym

Równanie (28) jest identycznez warunkiem (19) okre±laj¡cym stan ustalony w modelu
ci¡ gªym gdy g = 0. Gdy g > 0 ró»nicapojawia si¦ tylko w wyrazie ng, który jest wielko±ci¡
maª¡ wy»szegorz¦du. Wynika to z faktu, »eje±li dwie zmienne(u nasA i L ) rosn¡ wedªug
staªych stóp n i g to w czasieci¡ gªym ich iloczyn ro±nie w tempie n + g, a w czasie
dyskretnym w tempie (1 + n)(1 + g) � 1 = n + g + ng. Poniewa» ng jest wielko±ci¡ maª¡
wy»szegorz¦du mo»nazastosowa¢ przybli»enie ng � 0.

Z faktu, i» warunek na stan ustalony jest identyczny z poprzednio otrzymanym wnio-
skujemy, »ebezzmian przechodz¡ wszystkie dyskusjeo wpªywie stopy oszcz¦dno±cina k �

oraz dynamicznej efektywno±ci.

7 Szybk o±¢ zbie»no±ci i linearyzacja

Jak szybko gospodarka zbiega to punktu równowagi? Aby znale¹¢ miar¦ tej zbie»no-
±ci dokonamy przybli»enia liniowego równania (18) (z n zast¡pionym przez n + g) wokóª
punktu równowagi (przeprowadzenieodpowiedniegorozumowania dla wersji w czasiedys-
kretnym pozostawimy jako zadanie). Wprowad¹my now¡ zmienn¡ � k = k � k � mierz¡c¡
odlegªo±¢od stanu ustalonegoi dokonajmy podstawie« za k:

_(� k + k� ) = sf (� k + k � ) � (� + n + g)(� k + k � ):

Wykorzystamy liniowe przybli»enie funkcji f (k) wokóª k � :

f (� k + k � ) � f (k� ) + f 0(k� )� k:

Poniewa» k � jest staªeotrzymujemy:

_� k = s[f (k � ) + f 0(k� )� k] � (� + n + g)(� k + k � ):

St¡d:
_� k = sf (k � ) + sf 0(k� )� k � (� + n + g)� k � (� + n + g)k � ;

_� k = [sf 0(k� ) � (� + n + g)]� k + sf (k � ) � (� + n + g)k �
| {z }

=0

:
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Wyró»niony czªon zeruje si¦ na mocy warunku na stan ustalony. Ten»ewarunek po-
zwala nam te» zast¡pi¢ wyra»eniesf 0(k� ). Mamy bowiem:

s =
(� + n + g)k �

f (k� )
:

St¡d pami¦ta j¡c, »e f 0(k � )k �

f (k � ) to elastyczno±¢produktu wzgl¦dem kapitaªu " y
k w punkcie

k� otrzymujemy:

sf 0(k� ) =
(� + n + g)f 0(k� )k�

f (k� )
= "y

k (k� )( � + n + g):

Ostatecznie:
_� k = [" y

k (k� ) � 1](� + n + g)� k: (29)

Je±lioznaczymy � � [" y
k (k� ) � 1](� + n+ g), to rozwi¡zanie równania (29) mo»nazapisa¢

nast¦puj¡co:
� k(t) = � k0e� t : (30)

Na podstawie znajomo±ci � mo»emy wi¦c oszacowa¢, jak szybko b¦dziemy zbiega¢
do stanu ustalonego.

‚wiczenie 27 Poka», »erzeczywi±ciezachodzi zbie»no±¢(� < 0).

‚wiczenie 28 Po jakim czasie(zale»nym od � ) gospodarka przeb¦dzie poªow¦ swej drogi do stanu
ustalonego(w �zyce jest to tzw. czaspoªowicznegozaniku)? Wyznacz ten czasprzujmuj¡c stan-
dardow¡ kalibracj¦, tj. " y

k = 1
3 , n + � + g = 0;06. Czy szybko±¢zbie»no±ciodpowiada obserwacji

rzeczywistego±wiata, czy jest zbyt du»a (maªa)?

‚wiczenie 29 Startuj¡c z poziomu kapitaªu bliskiegostanowi ustalonemu zasymuluj równa-
nie ró»niczkowe(16) i porównaj ewolucj¦ k z wynikiem linearyzacji | równanie (30). Ustal funkcj¦
produkcji, stop¦ deprecjacji i oszcz¦dno±ci.

‚wiczenie 30 Dokonaj linearyzacji równania (27) wokóª stanu ustalonego.Analizuj¡c odpowied-
nik � dla modelu w czasieci¡ gªym udowodnij, »egospodarka rzeczywi±ciezbiegado stanu ustalo-
nego.Jak szybko? Czy wyst¦puje istotna ró»nica w porównaniu z wynikami linearyzacji równania
(18)?
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