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1. Introduccién

El modelo de generaciones sucesivas de Samuelson (1958) posee ciertas
caracterfsticas que no son compartidas por modelos de equilibrio general, con
un niimero finito de bienes y de consumidores. En particular, puede contener
equilibrios que no son eficientes en el sentido de Pareto; puede también poseer
equilibrios en que un determinado nivel de deuda nominal, frecuentemente
identificada como dinero fiduciario cuando ésta es positiva, es pasada sucesiva-
mente de un perindo al siguiente, y asimismo, puede tener un continuoc de
equilibrios de forma genérica. Estos rasgos, entre otros, han hecho a este
modelo popular en la discusion de aspectos tedricos de temas tales como la
Seguridad Social y la Deuda Nacional [Diamond (1965)], la politica monetaria
[Luca)s] (1972)] y los tipos de cambio internacionales [Karcken y Wallace
(1981)]. :

En este articulo nos planteamos la siguiente pregunta: ;Por qué el modelo
de generaciones sucesivas posee unas caracteristicas tan diferentes de los mode-
los finitos? Parece mds adecuado considerar los modelos con un nimero infinito
de consumidores y de bienes como idealizaciones. Son itiles en la medida en
que nos ayudan a conocer las propiedades de modeles con un mimero elevado,
pero finito, de bienes y de consumidores. Por consiguiente, también nos plan-
teamos la siguiente pregunta: ;En qué medida las propiedades del modelo de
generaciones sucesivas nos ayudan a entender las propiedades de modelos con
un ndmero elevado, pero finito, de bienes y consumidores?

2. Un modelo sencillo

Empezamos considerando un madelo sencilln de generaciones sucesivas en
que existe un bien en cada periodo y un consumidor en cada generacién, el cual
vive durante dos periodos. Un andlisis completo de este modelo ha sido ofrecido
por Gale (1973). Aqui meramente desarrollamos un ejemplo sencillo para ilus-
trar las propicdades generales que diche modelo posec.

Empezaremos considerando la versién del modelo en que el tiempo va desde
~ a . Denominaremos a éste el modelo infinito sin principio ni fin. El
consumidor nacido en el perfodo ¢, — < t < o, tiene una funcién de utilidad
de la forma

u(cf, cf41) = log ¢f + alog cfyy
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sobre el consumo en los periodos ¢ y ¢ + 1. Posee en el primer periodo de su
vida w; unidades del Gnico bien existente, y w, unidades en ¢l segundo. Téngase
en cuenta que este modelo tiene una estructura temporal estacionaria: las
caracter{sticas que definen los consumidores permanecen invariables con el
transcurso del tiempo.

Una interpretacién de este modelo es la interpretacién tradicional Walrasia-
na: todos los consumidores se rednen, un subastador anuncia los precios, los
consumidures entonces anuncian propucstas de intercambio. Y el subastador
ajusta los precios hasta que los intercambios se igualan. Bajo esta interpretacién
t meramente es un indice de bienes, y no existe razén alguna para pensar que el
modelo es dindmico. Bajo una interpretacién alternativa, los mercados son
secuenciales, pero se permiten contratos intertemporales y existe prevision per-
fecta del futuro.

Bajo la primera interpretacién el consumidor se enfrenta a una dnica restric-
cién presupuestaria: :

Pt P = P+ Py

En la segunda interpretacién ¢l consumidor se enfrenta a dos restricciones
presupuestarias:

!
"PeCe +m, = pwy
! =
Dia1€iv1 =Pz + M,

Aqui m, es la cantidad de deuda privada, o dinero interno, que el consumidor
guarda del periodo ¢ para el perfodo £ + 1. Permitiremos que m, sea negativo,
admitiendo asi la existencia de deudas. Implicitamente, estamos suponiendo que
existe un mercado perfecto de capital de créditos y débitos. Afadiendo estas
dos restricciones conjuntamente se obtiene la misma restriccién presupuestaria
que en la primera interpretacién del modelo.

La consideracién de que cada consumidor posee dos restricciones presupues-
tarias nos ofrece una forma alternativa de ver los precios relativos. Supongamos
que r, es la tasa de interés de prestar y pedir prestado del periodo ¢ al periodo
¢t + 1. Normalicemos también los precios actuales del bien de consumo en el
periodo ¢ a la unidad. Entonces las restricciones presupuestarias del consumidor
adquieren la forma

G +m =w
Corr = Wea + (1 +r)m
Estas pueden ser reducidas a la tnica restriccion presupuestaria
ot e/ +r)—w+we/(Q+7)
Consecuentemente, 7, = p,/ pi+1 — 1. .
Para facilitar atin m4s la exposicién de nuestro andlisis, suponemos w, = 1,
wy = w. Si el consumidor se enfrenta a los precivs (P» Pr+1), entonces sus

demandas de bienes vienen dadas por las tan familiares funciones de demanda
Cobb-Douglas
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Cl = 1 Pr+ p,+1W
(4

l+a P
cty = a P: T PeaW
1+ a Prt1

Es decir, los gastos de bienes, p,c! p,..¢f,;, son praporciones constantes,
1/(1 + a) y a/(1 + a), de la renta, p, + p,o1w. Un equilibrio de este modelo es
una sucesién infinita de precios (..., p_1, po, P1, -.-) que satisface la propiedad
de que en cada periodo la oferta es igual a la demanda:

@ P tpw 1 Pt PeriW
+ —_ =
1+a Pr l1+a ™ (L+w)=0

Existen dos equilibrios estacionarios de la forma p, = #, que pueden ser carac-
terizados solucionando la ecuacién cuadratica

a—{a+wB+ws=0

Dichos equilibrios son 8; = 1 y 8, = a/w. Soluciones generales de esta ecua-
cién lineal en diferencias adquieren la forma

P = k1B + kB

donde k; y k, son constantes arbitrarias. Para que la solucién tenga sentido
econdémico es necesario que k; y k; sean no negativas, de tal forma que p, tome’
siempre valores no negativos. El equilibrio estd indeterminado. Las constantes
ky y k determinan un conjunto unidimensional de equilibrios: dos equilibrios
no se consideran diferentes si uno es meramente un maltiplo por un escalar
positivo del otro. Podemos, por tanto, imponer una normalizacién tal come
kl + kg =],

Los equilibrios en este modelo pueden ser ordenados segin el criterio de
Parcto. Si p; = 1, —= < ¢ < %, entonces

1+ 1+w
o i) = log T2 + alog AT

Si, por ¢l contrario, p, = (g/w)’, —® <t < ®, entonces
u(el clvy) = alogw.
De acuerdo con el criterio de Pareto, el primer equilibrio domina al segundo, a
no ser que a/w=1. Una forma de probar esto es demostrando que
(1 + w)/(1 + a), a(l + w)/(1 + a) es la tnica solucién del problema
maximizar log¢; + alogc
sujeto a e te=1+w

es decir, que bajo este equilibrio se maximiza el consumo del estado estaciona-
rio sujeto a la restriccién de factibilidad. Asimismo, es ficil demostrar que el
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equilibrio donde p, = 1, en realidad, domina en el sentido de Pareto a los
demds equilibrios.

Una forma de ver el papel del dinero fiduciario es considerando un modelo
alternativo que comienza en f = 1. Denominaremos esta versién el rmodelo
infinito con principio y sin fin, Existe un consumidor viejo inicial que no cumple
_ su restriccién presupuestaria, ya que demanda m/p; unidades de la dotacién del
consumidor joven; m, que puede ser positivo, negativo o cero, es la cantidad de
dinero externo o fiduciario. La condicién de equilibrio en el primer periodo
resulta ser entonces ‘

mo 1 _ptmw g
P 1+4+a I L

que, simplificando, se reduce a
apy — wpz = (1 + aym
Podemos usar esta condicién inicial para calcular el valor de k;
alky + kala/w)] — wlk, + ka(a/w)?} = (a — Wk, = (1 + a)m

Excepto en el caso en que 2 = w (v a/w = 1) esta expresién nos dice que &, = 0
si y s6lo si m = 0. Si, sin embargo, m # 0, k; puede ser seleccionado de forma
arbitraria siempre que k; + ky(a/w)’ resulte ser positivo para t = 1, 2, ... Ahora
ya no necesitamos considerar el signo de esta exptesion para valores negativos
de ¢, ni tampoco podemos hacer una normalizacién de precios si m + 0, puesto
que el propio m es el numerario. Esto quiere decir que, exceptuando el caso
degenerado en que g4 = w, existe indeterminacion si y sélo si hay un volumen de
dinero fiduciario distinto de cero.

3. Variaciones del modelo sencillo

En el modelo sencillo de la seccion anterior la cantidad de deuda nominal
transferida de la generacién t a la generacién ¢t + 1 es m, = ap,_y — wp,. Es
necesario tener en cuenta que esta cantidad permanece constante a lo largo del
tiempo: :

me= all, + ka(afw) 1] = wiky + kafafw)] = (@ = W

La cantidad de dinern pasada de generacién en generacién puede ser inter-
pretada como dinero fiduciario en el modelo infinito con principio y sin fin. No
deberia ser interpretada de la misma forma en el modelo infinito sin principio. ni
fin. En este dltimo caso, todos los consumidores satisfacian sus restricciones
presupuestarias con igualdad. Por tanto, parece més adccuado pensar que la
deuda nominal transferida de generacién en generacion es dinero interno.

Con el fin de profundizar més sobre este punto, reinterpretemos el modelo
en que ¢l tiempo va desde —% a © como un modelo con una fecha inicial fija.
Existen dos bienes en cada periodo y dos consumidores en cada generacion,
excepto en la generaci6n inicial. El consumidor 1 de cada generacion tienc
preferencias y dotaciones solamente por el bien 1. Su funcién de utilidad es
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log c! + alog c}i.1, y su dotacién viene dada por (1, w). Por el contrario, las
preferencias y dotaciones del consumidor 2 son relativas al bien 2. La funcién
de utilidad es alog ¢ + log ¢, ;, y el perfil temporal de su dotacién viene
dado por ¢l vector (w, 1). La gencracién vieja inicial estd compuesta de un solo
consumidor que tiene preferencias y dotaciones por ambos bienes. Su funcién
de utilidad es log ¢, + a log c3;. Este consumidor estd dotado con una unidad
del primer bien y w unidades del segundo. Por construccion, los equilibrios de
este modelo son idénticos a los del modelo infinito sin principio ni fin: Sea p,, el
precio del bien i en el periodo ¢, entonces [(pi1i, P21), (P12, Pz2), -] €5 un
equilibrio del modelo infinito con principio y sin fin con dos bienes en cada
periodo si y solo si (..., paa. Pai, P11, P1a, ...) €s un equilibrio del modelo
infinito sin principio ni fin con un bien en cada perfodo,

La reestructuracién de los periodos temporales y los bienes se ilustra en el
grafico 1.

1 2 3 4
GRAFICO 1

Los precios de equilibrio son

pu = ki + ki(a/w)
P = ki + kafafw)'™

Téngase en cuenta que este modelo todavia posee un conjunto unidimensional
de equilibrios. Sin embargo, no existe denda nominal que sea pasada de perfodo
en perfodo: un consumidor pide prestado al consumidor del otro tipo de la
misma generacion y le paga en el periodo siguiente.
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Existe alin otra reinterpretacién de este modelo, un modelo con una fecha
fija inicial e incertidumbre sobre dos estados de la naturaleza: exceptuando la
generacidn inicial, en el estado 1 el consumidor representativo de la generacién
t tiene una funcién de utilidad log ¢f + a log cf,; sobre el tinico bicn de consu-
mo y dotacién (1, w). En el estado 2 tiene la funcién de utilidad
alog ¢/ + log ¢/,;, y dotacién (w, 1). Suponemos que la innovacién aleatoria
ocurre antes del nacimiento de la segunda generacion. Dicha generacion, y las
subsiguientes, no pueden asegurarse sobre el ¢stado en que van a nacer, y, por
tanto, se enfrentan a dos restricciones presupuestarias. La generacién inicial
vieja estd dotada con una unidad en el estado 1 y w unidades en el estado 2.
Ademais posee una funcién de utilidad log ¢; que cumple los postulados de Von
Neumann y Morgenstern y asigna la probabilidad 1/{1 + a) a la ocurrencia del
estado 1, y a/(1 + a) a la ocurrencia del estado 2. Los equilibrios de este
modelo son también isomérficos a los del modelo infinito sin principio ni fin.

Aunque la incertidumbre en este modelo toma una forma simple e irreal, el
modelo en s{ mismo es interesante, puesto que ilustra un principio general: en
un escenario determinista no existe ninguna diferencia sobre la consideracién de
mercados que se abren de forma secuencial o sobre la consideracién de un
marco Arrow-Debreu en que todas las transacciones se realizan en el perfodo
inicial. En un escenario estocdstico, sin embargo, si existe diferencia. En particu-
lar, si se permite que los consumidores hagan contratos de titulos contingentes
en el perfodo 1, entonces éstos los efectuardn y, exceptuando algunos casos,
esto tendr4 consecuencias sobre la conformacidn del equilibrio. Supongamos
que se permiten dichos contratos, y supongamos que el consumidor representati-
vo de la generaci6n ¢ asigna una probabilidad subjetiva #; a la ocurrencia del
estado i, i=1, 2, donde m, =20 y m, + m; = 1. Entonces su problema de
maximizacion de la utilidad esperada resulta ser ;

maximizar; mlog ci, + a log i) + mala log ¢k + log chis1)
sujeto a: Py + Pres1Ciesr + Palcs, + Paes1€hee1 =
= P T Puaaw + paWw + Py

Puesto que el consumidor tiene una dnica restriccién presupuestaria, 1a solucién
de este problema de maximizacién estd asociada con un Gnico multiplicador de
Lagrange. Exceptuando el caso degenerado en que my =my y ppr = 1,i=1, 2,
—w < < o, s fAcil ver que en ningin equilibrio de la versién previa del
modelo puede ser un equilibrio de esta version. ) ]

Con el fin de profundizar més en la distincién sobre dinero interno y dinero
fiduciario, consideremos un modelo en que el consumidor £, — <t < 0, tiene
una funcion de utilidad log ¢{ + 10g ¢;4; y un flujo de dotaciones (1, w,), donde
wy > 1, y el consumidor ¢ 1=<t<, tiene una funcién de utlh.d?d
log c! + log c/y1 ¥y un flujo de dotaciones (w,, 1), donde w;, > 1. Las condicio-
nes de equilibrio para este modelo vienen definidas por:

Pe—1— (L + wdp, + wip: = 0 —m <t
Po— (w1 +w)py + pz2 =10

wopr1 — (W2 + 1)pr 4+ pryy =0 I<t<®
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Es facil verificar que

w —o <t
2= =1
LA lst< -
es un equilibrio de este modelo.

Supongamos que ademds de los consumidores 0 y 1 existe un consumidor
que vive en el periodo 1 y que tiene preferencias y dotaciones solamente por el
bien 1. 8i no existe dinero fiduciario, entonces su funcién de exceso de demanda
es idénticamente igual a 0. Por el contrario, si dotamos a este consumidor con
una cantidad de dinero fiduciario, entonces la condicién de equilibrio en el
primer periodo resulta ser

Po— (wy+ wp +p; +2m =10

Si, por ejemplo, m = (w; + wy — 22 >0, entonces p, = 1, —0 << o, es
un equilibrio. En este modelo el dinero fiduciario tiene un papel que desempe-
fiar, en el modelo previv no lo ticne. Comu en el modelo previo, sin embargo,
este modelo puede ser reinterpretado como un modelo en el que existe una
fecha inicial fija y dos bienes en cada periodo, con dos consumidores por cada
generacién, o en el que existe incertidumbre.

4. Propledades del modelo de generaciones sucesivas

Un modelo con un ndmero finito de bienes y de consumidores no posee
ninguno de los rasgos peculiares del modelo de generaciones sucesivas: el
Primer Teorema de la Economia del Bienestar establece que todo equilibrio en
dicho modelo finito es eficiente en el sentido de Pareto. La Ley de Walras
afirma que ningin consumidor puede gastar mds de su renta, a no ser que otro
consumidar gaste menos, de tal forma que no puede existir dinero fiduciario.
Mediante la contabilizacién del nmimero de ecuaciones v de incignitas se dedu-
ce, como Debreu (1970) ha demostrado, que casi todos estos modelos poseen
un niémero finito de equilibrios.

Consideremos una conomia con h consumidores y » bienes. Supongamos que
el consumidor j tiene una funcién de utilidad de la forma wuci, ..., c}), que es
monétona creciente en el sentido au,/a_ci > 0 para todo i, { = 1, ..., n. Suponga-
mos que su vector de dotaciones es (wy, ..., wh). Un equilibrio del modelo es un

vector de precios (P, ..., Pn), asociado con un esquema de asignacion de
consumo (&, ..., &) para cada consumidor, de tal forma que (&, ..., ¢}) es una
solucién del problema de maximizacién de utilidad
maximizar: ufc, .., €h)

: . i_ a g
sujeto a: Li=1Dici = LimPiWi

Y que la oferta es igual a la demanda:

ko af h i .
Ej=105’= =W, 1= 1, .., n
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Cualquier equilibrio de este modelo es eficiente en el sentido de Pareto. La
prueba mds simple de esto se encuentra en Debreu (1954): supongamos que
existe otra asignacin factible de bienes que domina, en el sentido de Pareto, a
la asginacion de equilibrio. Multiplicando los componentes de la asignacién por
los precios de equilibrio y agregando, entonces la asignacién debe tener un valor
superior a la asignacién de equilibrio; de lo contrario, la asignacién de equilibrio
no maximizarfa utilidad. Puesto que la asignacién preferida en el sentido de
Pareto es factible, sin embargo, no debe tener un valor superior al vector de
dotaciones agregadas. Esta contradiccién establece que no puede existir una
asignacién factible de bienes que domine en el sentido de Pareto a la asignacion
de equilibrio.

Téngase en cuenta que esta prueba se extiende al modelo en que o bien el
nimero de consumidores o el nimero de bienes es finito: aunque exista un
nimero infinito de bienes, con un ndmero finito de consumidores, el valor de la
dotacion de cada consumidor debe ser finito en equilibrio, ya que de lo contra-
rio su problema de maximizacién no tendria solucién. Aunque exista un néimero
infinito de consumidores, con un nimero finito de bienes, la asignacién agrega-
da de cada bien debe ser finita en equilibrio; de lo contrario, serfa imposible
igualar la oferta a la demanda.

¢Donde falla entonces la prueba en el caso del modelo de generaciones
sucesivas? El valor de la dotaci6n agregada de la economia no es necesariamen-
te finito. En el modelo anterior en que ¢ va desde - % a o ningin equilibrio
tiene esta propiedad. Existe, sin embargo, un equilibrio eficiente en el sentido
de Pareto. En el modelo que comienza en ¢ = 1, ¢l equilibric donde p, = (a/w)’
tiene esta propiedad cuando a < w y es, por tanto, eficiente en el sentido de
Pareto. El equilibrio en que p, = 1, aunque no tiene esta propiedad es también
eficiente en el sentido de Pareto. Balasko y Shell (1980) y Burke (1986) han
establecido un criterio general para la eficiencia de Pareto de los equilibrios de
los modelos de generaciones sucesivas que empiezan en ¢ = 1. Este criterio es

21|l | = e

donde ||p,|| es 1a norma del vector de precios p,. Podemos extender este criterio
a modelos infinitos sin principio ni fin, considerando los periodos 0 y 1 en un
mismo periodo, los periodos —1 y 2 en un otro perfodo, y asi sucesivamente.
Existen ahora dos bienes en cada periodo. En general puede haber algunos
problcmas téenicos, pucsto que los consumidores demandan solamente algunos
bienes en un periodo, pero no todos los bienes; sin embargo, para el modelo
sencillo de la seccién anterior el criterio de eficiencia es

aYllpdl + [|lpr-dl] = o

El tinico equilibrio eficiente en el sentido de Pareto es, por tanto, p, = 1..

El dinero no tiene ningiin papel que desempefar en el madelo de un ndmero
finito de bienes y consumidores. En otras palabras, ningtin grupo de consumido-
res puede violar sus restricciones presupuestarias en equilibrio, a no ser que esas
violaciones se cancelen, en cuyo caso se trata simplemente de meras transferen-
cias. Para ver por qué osto es asi, supongamos que algin consumidor gasta
estrifamente mds o estrictamente menos que su renta, pero que los demas
consumidores gastan exactamente su renta. Entonces el valor del gasto de
consumo es superior al valor de la renta agregada. Sin embargo, si la demanda
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de cada bien es igual a la oferta, entonces la suma de todas las demandas
multiplicadas por sus respectivos precios, que es igual al gasto de consumo,
debe ser igual a la suma de todas las ofertas multiplicadas por sus respectivos
precios, que os igual a la renta agrcgada. Por consiguiente, todo consumidor
debe respetar su restriccién presupuestaria. Asimismo, este argumento se ex-
tiende a modelos en que o bien el nimero de consumidores o el niimero de
bienes, pero no ambos, es finito. Puede no ser cierto en modelos de generacio-
nes sucesivas, porque el valor de la renta agregada no es necesariamente finito.

Para ver por qué un modelo con un nimero finito de consumidores y de
bienes posee, en general, un nimero finito de equilibrios, podemos caracterizar
la economia usando el concepto de exceso de demanda agregada. Sea ci(p,, ...,
pn), i=1, ..., n, la solucién del problema individual de maximizacién de
utilidad del consumidor j. El exceso de demanda del bien i se define por medio
de :

zi(pl) Tavy Pn) = Z?:lci(pl’ ey pn) - Z?E-lw{

Bajo el supuesto de concavidad en las funciones u;, entonces las funciones z; son
continuas, al menos para vectores de precios estrictamente posilivos. En reali-
dad, Debreu (1972) y Mas-Colell (1974) han demostrado que existe poca pérdi-
da de generalidad imponiendo condiciones que garanticen que las funciones z
sean continuamente diferenciables. La forma de las restricciones presupuestarias
de los consumidores implica que solamente tienen importancia los precios relati-
vos, que los excesos de demanda son homogéneos de grado cero ’

z(8p) = z(p)

para todo 6 >0. Aqui tanto z como p son vectores de dimensién n. Las

restricciones presupuestarias, junto con el supuesto de monotonfa creciente,

implican que toda la renta sc gasta. Por tanto, z cumple la Ley de Walras:
pz(p) = 0.

{Aqui, por supuesto, pz(p) es el producto interno) i1 p,zip).)

Un equilibrio es un vector de precios para el cual z(p) = 0.

Este es un sistema de a ecuaciones con n incégnitas. La Ley de Walras
implica que una de las ecuaciones no es independiente de las demas; asimismo,
la homogeneidad implica que una de las incognitas sobra. Por tanto, estamos
ante un sistema con el mismo nimero de ecuaciones e incégnitas. El sistema de
#-1 ecuaciones con n-1 inc6gnitas, formado mediante la supresién de una ecua-
cién y la imposicién de una normalizacién de precios no siempre posee un
equilibrio dnico. (Véase Kehoe, 1985, donde se revisa toda aquella literatura
referente a la unicidad del equilibrio en estos modelos.) Sin embargo, siempre
que las funciones de exceso de demanda sean continuamente diferenciables, se
pueden hacer afirmaciones muy fuertes sobre la unicidad local: de forma maés
especifica, casi todos 10s modelos en un sentido matemdtico bicn definido poscen
un niimero finito de equilibrios localmente tnicos. La idea detrds de este resultado,
que se debe originalmente a Debreu, es intuitivamente obvia. Si las ecuaciones
que determinan los equilibrios de un modelo son localmente independientes en
el sentido que la matriz (#-1) X (n-1) de derivadas parciales no es singular,
entonces cualquier perturbacion suficientemente pequena harfa que sigan siendo
localmente independientes. Por el contrario, si no son localmente independien-
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tes, entonces existen perturbaciones arbitrariamente pequefias que las converti-
rian en localmente independientes, o harfan que locaimente dichas ecuaciones
no tengan solucién. El teorema de la funcién inversa del cilculo diferencial nos
dice que es precisamente la no singularidad de esta matriz de derivadas parcia-
les. lo que se necesita para asegurar que un equilibrio sea localmente tGnico.
(Véase Mas-Colell, 1985, donde se ofrece una discusién mas detallada, con
argumentos mas rigurosos.) _ .

El mismo razonamiento se aplica a modelos con un nimero infinito de
consumidores y un nimero finito de bienes. Los equilibrios de dichos modelos
pueden todavia ser caracterizados mediante las soluciones de un sistema de
ecuaciones con el mismo nimero finito de ecuaciones y de incégnitas. En
realidad, Debreu (1974) ha demostrado que para cualquier funcién de exceso de
demanda de n bienes que es continua, homogénea de grado cero, y que cumple
la Ley de Walras, existen » consumidores maximizadores de utilidad que la
generan. Por tanto, las funciones de exceso de demanda de un modelo con un
nimero infinito de consumidores, pero con un mimero finito de bienes, no se
pueden distinguir de las de un modelo que posee solamente un nimero finito de
consumidores. ) ’

A primera vista, parece que no existe nada en este razonamiento que pueda
ser aplicado a los modelos con un nimero infinito de bienes y un nimero finito
de consumidores. Si caracterizamos el equilibrio como un vector de precios en
que la demanda de cada mercancia es igual a la oferta, entonces estamos ante
un ndmero infinito de ecuaciones, una para cada bien, con un nimero infinito
de inc6gnitas, una para cada precio. Podemos, sin embargo, transformar la
caracterizacién del equilibrio para producir un sistema con el mismo nimero
finito de ecuaciones que de incdgnitas. Este enfoque que seguiremos a continua-
cion es debido a Negishi (1960). Su aplicacién a modelos dindmicos se debe a
Bewvley (1982).

Hemos discutido anteriormente que los equilibrios de un modelo con un
nimero finito de consumidores son eficientes en ¢l sentido dec Parcto. Estc ¢s ¢l
Primer Teorema de Ia Economia del Bienestar. Ademds, es facil demostrar que
el Segundo Teorema también se cumple en estos modelos. Es decir, cualquier
asignacién eficiente en el sentido de Pareto tiene asociado un vector de precios
eficientes que puede ser convertido en un equilibrio competitivo con transferen-
cias: cualquier asignacién Pareto-eficiente puede ser caracterizada como solucién
del problema de maximizacién de una suma ponderada de funciones individua-
les de utilidad sujeto a restricciones de factibilidad. Los multiplicadores de
La-range asociados con las restricciones de factibilidad son entonces los precios
de eficiencia. Usando estos precios para dar valor a cada asignacion y dotacion
del consumidor, y restando entonces un valor del otro, se derivan las transferen-
cias necesarins para implementar el equilibrio competitivo.

Fijando todos los pagos de transferencias iguales a cero, se obtiene un
sistema de ecuaciones que caracterizan los equilibrios. Existen A ecuaciones, una
para cada consumidor. Existen también h incégnitas, las ponderaciones de la
utitidad, en el problema de maximizacién. Los pagos de transferencias son
funciones continuas de las ponderaciones de la utilidad, al menos cuando todas
las ponderaciones son positivas. También son homogéneas de grado uno, puesto
que multiplicando todas las ponderaciones por una constante positiva no cambia
la solucién del problema, aunque si da lugar a un aumento por la misma
constante de los multiplicadores de Lagrange. Ademads, la suma de las transfe-
rencias es igual a cero. En realidad, si dividimos cada funcién de transferencias
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por ia ponderacién respectiva de la utilidad, entonces esto tiene las mismas
propiedades que una funcidn de exceso de demanda con h bienes; es decir, las
funciones resultantes son continuas, homogéneas de grado cero y cumplen la
Ley de Walras. Kehoe y Levine (1985) argumentan que casi todos los modelos
con un nimero finito de consumidores, pero con un nimero infinito de bienes,
poseen equilibrios localmente tnicos.

Desafortunadamente, no existe nada en este razonamiento que aplique al
modelo de generaciones sucesivas, ¢l cual comprende un ndimero infinito de
bienes y de consumidores. Aqui los equilibrios estdn caracterizados por un
sistema de un nimero infinito de ecuaciones con un nimero infinito de incogni-
tas. Sin embargo, poco se puede decir del hecho de que el niimero de ecuacio-
nes sea igual al nimero de incognitas si dicho nimero es infinito: existen
funciones lineales no degeneradas de un espacio vectorial infinito a s{ mismo
que no poseen inversa. Esto no puede suceder en un espacio vectorial de
dimensi6n finita puesto que mediante una perturbacién arbitrariamente pequefa
sobre dicha funci6n, que puede representarse por una matriz con el mismo
nimero de filas y columnas, se consigue la invertibilidad.

El prototipo de una funcién lineal no degenerada que va de un espacio de
dimensi6n infinita a sf mismo y que no posee inversa es la funcién de desplaza-
miento. Sea R™ el espacio de sucesiones infinitas de la forma (x;, x, ee)
Definamos la funcién de desplazamiento s mediante la regla

$(Xy, X3 ...) = (X2, X3, ..).

Esta funcién tiene la propiedad de suprayectividad ya que toda sucesion
reiR™ puede ser expresada en la forma s(y) para algin yeR®. Sin embargo, la
funcién no es inyectiva puesto que para toda sucesion x€R”, la sucesiony €K™
para la cual s{y) = x no es tinica. Decir que s es suprayectiva significa que es no
degenerada. El que s no sea inyectiva quiere decir que no posee una inversa. Si
linealizdsemos las condiciones de equilibrio de una economia de generaciones
sucesivas en un equilibrio indeterminado, podriamos obtener una funcién que es
suprayectiva, pero no inyectiva [véase Santos y Bona (1986)]-

5. Modelos estacionarios

Fijamos ahora nuestra atencion en modelos estacionarios de generaciones
sucesivas con un ndimero arbitrario de consumidores en cada generacién y un
nimero arbitrario y finito de bienes en cada periodo. En estos modelos el
alcance de la ineficiencia de Pareto y del dinero fiduciario es al menos tan
grande como en nuestro modelo senciilo. Existe un mayor dmbito para la
indeterminacién. En particular, la indeterminacion puede tener mas de una
dimensién e, incluso, en la versién del modelo infinito con principio y sin fin, la
indeterminacién puede ocurrir independientemente de que exista o no dinero
fiduciario.

Aungque continuamos suponiendo que cada generacién, excepto la primera,
vive durante dos periodos, este supuesto es totalmente general, dado que se
permite la existencia de un nimero arbitrario de consumidores en cada genera-
cién y de un nimero arbitrario de bicnes cn cada perfodo. Supongamos que
existen # consumidores en cada generacion, n bienes en cada periodo, y cada
generacion vive durante k perfodos. Este modelo es formalmente equivalente a
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aquél en que existen (k — 1)h consumidores en cada generacién, (k — 1)n
bienes en cada periodo y cada generacion vive dos perfodos. La razén es que las
generaciones se pueden redefinir de tal forma que las generaciones 2-k, 3-, ...,
0 conforman la generacién 0, las generaciones 1, 2, ..., k1, constituyen la
generacién 1, y asf, sucesivamente. Los periodos pueden ser redefinidos de
forma similar. Estas generaciones redefinidas solamente viven durante dos pe-
riodos redefinidos y se solapan solamente con una finica generacién. Este
procedimiento sc ilustra en ¢l grafico 2. Para una descripcion detaliada, vease
Balasko, Cass y Shell (1980),

Periodo
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GRAFICO 2

Apgregaremos las decisiones de consumo y ahorro de la generacién ¢ en las
funciones de exceso de demanda y(p,, p,+1), correspondiente al periodo de
joven, y z{p,, p.+1), correspondiente al pertodo de vejez; y, z son, por supuesto,
vectores de dimensién n. El consumidor j se enfrenta al problema de maximiza-
cién de utilidad. o ‘
maximizar w(y + wl, 2/ + wj)

sujeto a py + py2 =0

Aqui, ¥ representa el vector de intercambios netos efectuados por el consumi-
dor j dc la generacién ¢ cn su periodo de joven, £’ es el vector de intercambios
netos realizados en su dltimo periodo de vida, w{ y wj son vectores de dotacio-
nes. Suponemos de nuevo que las funciones de exceso de demanda son conti-
nuamente diferenciables para todos los pares de precios estrictamente positivos
(pr, Pr+1). La forma de la restriccion presupuestaria en el problema de maximi-
zacion de utilidad nos permite asumir de forma natural que las funciones de
demanda agregada son homogéneas de gradoe cero,
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YOPs 6Pr+1) = Y01 Prer)

2(0po 0pis1) = 2(py Pres)
para todo ® > 0, y que cumplen la Ley de Walras,
Y@y Pre1) + Presz(Py prar) = 0
Al igual que en el modelo sencillo, podemos pensar que los consumidores se

enfrentan o bien a una restriccién presupuestaria o a dos restricciones presu-
puestarias de la forma

PY (o prar) + m; = 0

P¢+12J(P‘, pm—l) - = 0
Ademds de estas generaciones, existe una generacion inicial de consumidores
viejos que vive solamente en el primer perfodo. Su funcién de exceso de
demanda agregada adquicre la forma zg(p,, ), donde /n s la cantidad inicial

de dinero fiduciario, el cual puede ser positivo, negativo o cero. Suponemos que
Zp es continuamente diferenciable; asimismo, que es homogénea de grado cero

2o(p1, 0m) = Zo(p1, M)
para todo 6 > 0, y que cumple la Ley de Walras,
Pizolpy, my=m
Un equilibric del modelo infinito con principic y sin fin es una sucesién de

vectores precio (p,, pz, ...) para la cual el exceso de demanda total es igual a
cero en cada perfodo:

2o(p1, m) + y(p1, p2) = 0
ent=1,y

z2(pi—1, p) + ¥(Pe, P} =0

para t > 1. Es conveniente resaltar que la cantidad de dinero fiduciario debe
permanecer fija en términos nominales: la condicién de equilibrio en el primer
periodo implica que
—pwy(P1s p2) = przolpr, my=m
la Ley de Walras implica que
p22(p1, p2) = —py(P1, p2)

la condicién de equilibrio en el segundo periodo implica que

—p2y¥ (P2, P3) = p22(p1, P2)
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y asi sucesivamente. Balasko y Shell (1981) han considerado una versién alter-
nativa de este modelo en que existe un gobierno que puede recaudar impuestos
sobre los balances monetarios y que puede emitir nuevo dinero en cada periodo.,

Un estadu estacionario es un vector de precios p y un factor de inflacién 3
tal que p, = Bp, —» < t < ®, es un equilibrio para la versién del modelo
infinito sin principio ni fin

z(8'p, Bp) + y(Bp, F'p) =0
La condicién de homogeneidad nos permite simplificar esta expresién a
z2(p, Bp) + y(p, fp) = 0

Al igual que en el modelo sencillo podemos pensar que r = 1/8 ~ 1 es la tasa
de interés.

Existen dos tipos de estados estacionarios: estados estacionarios reales, en
los cuales la cantidad de deuda nominal transferida de un perfodo a otro, pz(p,
Ap), es ignal a cero, y estados estacionarios monetarins, o nominales, en que
dicha cantidad no es igual a cero. Por un lado, en el estado estacionario se tiene
que

pz(p, fp) + py(e, fp) = 0
Ademis, la Ley de Walras implica que
Bpz(p, fip) + py(p, fip) =0

Calculando la diferencia de ambas expresiones se obtiene

(B~ Lpz(p, p) =10

Por consiguiente, en cualquier estado estacionario nominal debe ser cierto que
B = 1. Gale (1973) denomina a los estados estacionarios ¢n que § - 1 estados
estacionarios de Regla de Oro, porque maximizan una suma ponderada de
funciones de utilidad individual sujetos a la restriccién de factibilidad de consu-
mo estacionario a lo largo del tiempo. A los estados estacionarios reales los
denomina equilibrados, porque no existe transferencia de deuda entre las gene-
raciones. Es posible construir ejemplos, tal como a = w en el modelo sencillo,
en que un estado estacionario de Regla de Oro es también equilibrado, esto es,
en que pz(p, fp) = 0y B = 1, simultdneamente. Dicho estado estacionario debe
cumplir

z(p, p) + y(p, p) =0
Pz(p: P) =0

La Ley de Walras implica que éste es un sistema de » ecuaciones independien-
tes; como consecuencia de la condicién de homogeneidad existen solamente
n — 1 inc6gnitas independientes. Por consiguiente, no esperatiamos que este
sistema tenga solucién, a no ser por mera casualidad. En realidad, Kehoe y
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Levine (1984) demuestran que casi todas las economfas no poseen un estado
estacionario en que a la vez pz(p, fp) =0y = 1.

En el modelo sencillo existen dos estados estacionarios, el estado estaciona-
rio real en que § = a/w y el estado estacionario nominal en que § = 1. De
hecho, cualquier modelo con un dnico bien en cada periodo, y un dnico
consumidor en cada generacién que viva dos periodos, tiene solamente dos
estados estacionarios. Puesto que existe solamente un consumidor en cada
generacion, cualquier clase de intercambio debe ser un intercambio entre gene-
raciones. Puesto que existe solamente un bien en cada perfodo, ¢l intercambio
se efectia solamente si existe una transferencia de deuda nominal de un periodo
a otro. Por tanto, un estado cstacionario real vicne determinado por una ra: 5n
de precios relativos § = p..1/p. que hace que el consumidor representativo
prefiera su dotaci6n inicial. Obviamente dicha razén de precios existe; siemore
que la curva de indiferencia que contiene su vector de dotaciones sea diferencia-
ble, existe solamente una razoén (ver grafico 3).

Cradq

A u/Be 4y (1, W)
Bu/ac, (l.w)

B"

.GRAFICO 3

El tnico estado estacionario nominal ocurre cuando el precio del Gnico bien
permanece constante a lo largo del tiempo. La Ley de Walras implica que esta
situacién satisface la condicién del estado estacionario. En general, en este
estado estacionario el consumidor representativo prefiere efectuar intercambios.

Con muchos bienes en cada perfodo y muchos consumidores en cada genera-
cién, ni los estados estacionarios reales ni los nominales son necesariamente

Ginicos. Sin embargo, Kehoe y Levine (1984) demuestran que existe, en general,
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un mimero impar de cada uno de ellos. Sus argumentos son similares a los que
se utilizan para probar que el nimero de equilibrios es impar en una economia
de intercambio puro. [Ver Dierker (1972),

Consideremos de nuevo las condiciones que debe cumplir un equilibrio:

zo(p1, m) + ¥(p1, p2) = 0
parat=1,y

2(pe-1, P + ¥pu prer) = 0

para 1 > 1. Tomemos cuenta del nimero de ecuaciones y de incognitas existen-
tes. Las condiciones de equilibrio en el primer petfodo conforman n ecuaciones
con 2n 4 1 incdgnitas. Debido a la condicién de homogeneidad podemos
imponer una normalizacion de precios para reducir este niimero a 2n incdgnitas.
Las condiciones de equilibrio en el segundo periodo dan lugar a n ecuaciones
con n incégnitas: ya hemos tenido en cuenta p; y p, en las condiciones de
equilibrio del primer periodo; lo unico que nos quedaba era p;. Podemos
considerar las condiciones de equilibrio a partir del segundo periodo como una
ecuacién no lineal en diferencias de segundo orden, determinando p, . ; como
funcién de p,_, y p,. En todo el sistema existen n grados de libertad. En el caso
en que m = 0, éstos se ven reducidos a n — 1.

Este recuento de ecuaciones e incdgnitas nos hace ver de forma intuitiva que
potencialmente existe un conjunto de equilibrios de dimensién n si m # 0, y un
conjunto de dimensién n — 1 si m = 0. También nos hace ver claramente
por qué la situacion en que n = 1 es tan especial: eneste cason — 1= 0y la
indeterminacién del equilibrio es solamente posible si existe dinero fiduciario.
Sin embargo, el problema existente con este mero recuento de ecuaciones
e incdgnitas es que no podemos saber si se puede construir una senda de precios
de equilibrio para todos los valores de p,, p.., y m que cumplan las condiciones
de equilibrio en el primer periodo.

Para solventar esta dificultad, Kehoe y Levine (1985) fijan la atencién en
sendas de precios de equilibrio que convergen a un estado estacionario, Dichas
sendas de precios son las mds ficiles de analizar. Sendas de precios que no
convergen a un estado estacionario pueden exhibir un comportamiento periédi-
co muy complejo, o incluso un comportamiento caético. [Véase Benhabib y
Day (1982)]. Puede ser dificil distinguir dichas sendas' de sucesiones de precios
que satisfacen las condiciones de equilibrio durante un largo periodo de tiempo,
pero que eventualmente contienen precios que son iguales a cero o negativos,
en que los excesos de demanda resultan estar indefinidos, haciendo imposible la
continuacion de la sucesién. Nuestro ejemplo sencillo posee la propiedad tan
atractiva de que las condiciones de equilibrio son lineales. Por consiguiente, es
facil determinar las propiedades globales de las sendas de precios.

Se debe puntualizar que el hecho de que las sendas de precios de equilibrio
convergen a un estado estacionario estén determinadas, esto no implica determi-
nacién del conjunto de precios de equilibrio. Puede haber sendas que no
convergen al estado estacionario pero que, sin embargo, permanecen siempre
estrictamente positivas y son, por tanto, equilibrios legitimos. Podemos argu-
mentar, sin embargo, que las dificultades de computacion asociadas con dichas
sendas hacen inverosimiles dichos equilibrios con prevision perfecta del futuro.

Una de las principales ventajas del estudio de sendas que convergen a
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estados estacionarios es que se puede aplicar el teorema de la variedad local es-
table de la teorfa de sistemas dindmicos, enunciado, por ejemplo, en Irwin
(1980). Dicho teorema establece que la dimensién de las sendas que convergen
al estado estacionario puede ser determinada lincalizando las condiciones de
equilibrio en dicho estado estacionario: teniendo en cuenta el nimero de valores
propios estables del sistema linealizado y sustrayendo el mimero de restricciones
mmpuestas por las condiciones de equilibrio en el primer perfodo sobre los
valores iniciales p, y p,,, se puede determinar la dimensionalidad del conjunto de
equilibrios. Kehoe y Levine (1984, 1985) utilizan esta metodologfa para demos-
trar que existen ejemplos genéricos de modelos en que el equilibrio puede
adquitir cualquier dimensién entre 0y n si m # 0, y cualquier dimensién entre 0
yn—1sim=20

El argumento utilizado por Kehoe y Levine, que hace que su resultado tenga
un amplio 4mbito de aplicacién, es que, como Debreu (1974) ha demostrado,
‘las funciones y, z son arbitrarias excepto en lo que respecta a la continuidad,
homogeneidad, y la Ley de Walras: para todo y, z que cumplen estas propieda-
des existe una economia de 2n consumidores maximizadores de utilidad que las
generan, Sin embargo, la indeterminacién no depende de especificaciones inve-
rosimiles. Kehoe y Levine (1986) presentan un ejemplo de un modelo simple
con un tnico bien en cada perfodo y un dnico consumidor en cada generacién
que vive tres perfodos. Nuestras discusiones previas indican que este modelo
estd incluido en un modelo de dos bienes en cada periodo y dos consumidores
en cada generacién que viven dos periodos. Este modelo posee un conjunto de
equilibrios de dimensi6n unitaria cuando no existe dinero fiduciario, y un
conjunto de dimensién dos si se ha introducido dinero fiduciario.

6. Implicaciones para modelos finitos

Existe una intima relacion entre modelos con horizonte temporal infinito y
modelos con horizonte temporal muy amplio pero finito. Por un lado, los
modelos con horizonte temporal infinito son interesantes solamente en la medi-
da en que nos ofrecen un mayor conocimiento de las propiedades de los
modelos de horizonte finito. Por otro lado, para aproximar los equilibrios de un
modelo de horizonte temporal infinito en una computadora, tendriamos que
truncar el modelo después de un nimero finito de periodos. En esta seccidn
exploramos la relacién entre los equilibrios del modelo de generaciones sucesi-
vas y los equilibrios del modelo truncado.

Consideremos un modelo que va desde 1 a 7. Con la finalidad de truncar un
modelo de horizonte infinito en el periodo 7, introducimos una generacién
joven terminal andloga a la generacién vieja inicial 0. La condicién terminal de
equilibrio es entonces |

z(pr-1, pr) + yripr) = 0

Podemos ver esto como una fijacion de las expectativas de lo que serian los
precios en el periodo T + 1. Por ejemplo, podriamos determinar yr por la regla

yripr) = y(pn p1)-
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Alternativamente, podriamos determinar yr por la regla

yr(pr) = y(prlpdiBp),

donde (p, ) es un estado estacionario. Ver Auerbach, Kotlikoff y Skinner
(1983), donde se contiene una aplicacién de este enfoque.

El modelo posee ahora un mimero finito de consumidores y un nimero
finito de bienes. Sus equilibrios son 6ptimos en el sentido de Pareto y el dinero
no tiene ningiin papel que desempefiar. Ademds, casi todos los modelos de su
clase poseen un nimero finito de equilibrios localmente tnicos. Sin embargo,
cualquier equilibrio del -modelo de horizonte infinito (..., p_;, po. P2, --.)
puede ser convertido en un equilibrio del modelo truncado de los periodos 1 a
T, mediante la seleccién apropiada de las generaciones inicial y final: cons-
triyanse estas generaciones de tal forma que para el vector de precios de
equilibrio poseen los mismos excesos de demanda en los periodos 1 y T que las
generaciones correspondientes del modelo de horizonte infinito. El equilibrio
resultante puede que requiera una transferencia de la generacién vieja inicial a
la generacion joven terminal, o viceversa. Es esta transferencia la que corres-
ponde al dinero fiduciario en el modelo que va de 1 a «. Si este equilibrio en el
modelo de horizonte infinito domina en el sentido de Pareto a algin otro
equilibrio, entonces, resulta que, sacrificando el bienestar de dos generaciones
como mucho, y probablemente s6lo se requiera una, este esquema de transfe-
rencias permite que todo €l mundo mejore. A medida que el horizonte temporal
se hace més elevado esta politica se hace mds atractiva, al menos desde el punto
de vista utilitarista,

{Como se manifiesta la indeterminacién del equilibrio, la posible existencia
de un continuo de equilibrios, de! modelo de horizonte infinito en el modelo
truncado? Para responder a esta pregunta consideremos un modelo que se inicia
en t. = 1y que posee un continuo de equilibrios que convergen al mismo
estado estacionario. Cada uno de estos equilibrios puede ser reproducido como
un equilibrio del modelo truncado, seleccionando de forma apropiada la genera-
¢ién joven terminal: escGjanse dos sendas diferentes de precios en el continuo
(B1,P2,...Y ¥ {P1, D2, ...). Para un T suficientemente elevado tanto fr como fr
estin muy préximos al vector de precios p del estado estacionaric y, por
consiguiente, estdn muy préximos uno del otro, {Podrfamos normalizar la suce-
sién de precios requiriendo que pyryy = 1 en lugar de p;; = 1.} Seleccionando
de forma apropiada la generacién joven terminal podemos generar o bien (5,
Bas ..., pr) 0 (B, P2y ..., Pr) como un equilibrio del modelo truncado. Indepen-
dientemente de lo grande que sea la diferencia entre p, y py, existe un T o
suficientemente elevado de tal forma que pr y pr estén arbitrariamente cercanos.
[Ver Kehue y Levine (1986) donde se contiene un e¢jemplo con csta clase de
comportamiento.] Esta discusion indica que la indeterminacién del equilibrio en
el modelo de horizonte infinito se manifiesta a la vez en la sensitividad de c6mo
el modelo es truncado en el modelo finito. Ademds, esta sensitividad se hace
mas aguda a medida que se extiende el horizonte temporal del modelo trunca-
do.

7. Modelos mas generales

Hasta aqui hemos considerado solamente modelos de generaciones sucesivas
de intercambio puro. En esta seccion discutimos cdmo nuestros resultados
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Prs1/Py

GRAFICO 4

pueden ser extendidos a modelos no estacionarios, modelos con produccién y
activos, y modelos con estructuras demogréficas mds generales,

Hemos de puntualizar, en primer lugar, que nuestros resultados se extienden
a modelos con una tasa constante de crecimiento de la poblacién. Sea Y el factor
mediante el cual la poblacién crece en cada perfodo; ¥ — 1 es la tasa de
crecimiento. Entonces los excesos de demanda de la generacién ¢ son

APy Pes1) =V y1(p Pre1)
2Py Pev1) = Yt_lzl(Pn Der1)

Existe una sencilla transformacién de variables que convierte este modelo en el
modelo estacionario:

Br =Y’_1Pr
P(p;, pr+1) =Yy1 (Y.Pn P:+1)
2(P.n Per1) = zl('Yan Pi+1)

Téngase en cuenta que ¥, # son continuamente diferenciables y homogéneas de
grado cero si y; y z; también lo son. Ademds, si y; vy z; cumplen la Ley de
Walras, entonces §, £ también la cumplen:
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0= P:)’l(P:s Pes1) + Pr+1zl(Pn Pre1)
=1 ktﬁf)’l\("ﬂ"ﬁn"f T'Perr) + Y_lﬁtﬂzl('Yl_'ﬁp T 7 Prar)
= pIBy Br+1) + Bre12(Bes Prar)

Finalmente, nétese que si (p;, ps, ...) es un equilibrio del modelo original,
entonces (P, Pz, ...) es un equilibrio dei modelo transformado:

0 = z,1(pi-1, P + YPo Prs1) =
=720 B, 1B A TG T By Y T B =
= 2(}5:—1’ ﬁr) + j’(ﬁn ﬁH-l)

Esta transformacién tiene obviamente una inversa: si conocemos g, ¥, 2, ¥
el factor de crecimiento Y, podemos recuperar p,, ¥, ¥y z. Los estados cstaciona-
rios nominales son aquellos en que p, = f,.1, que es equivalente a p, = Yp,4..
Esto implica el resultado de Samuelson de que la tasa de interés en dicho estado
estacionario es, en realidad, la tasa de crecimiento de la poblacion.

Formas arbitrarias no estacionarias pueden ser incorporadas en nuestro mar-
co de andlisis siempre que el modelo sea estacionario a partir de una generacién
T dada. En este caso, las condiciones de equilibrio para los primeros T + 1
periodos desempefian el mismo papel que las condiciones de equilibrio del
primer periodo en el modelo estacionario. Genéricamente determinan todos los
vectores de precios p, pa, ..., Pr+1, €xcepto uno. Este vector de precios puede
o no ser determinado por la condicién de que pr y pr+1 dan lugar a una senda
de precios que converge al estado estacionario, considerados ¢éstos como valores
iniciales de la ecuacién en diferencias correspondiente a las restantes condicio-
nes de equilibrio. El andlisis de la indeterminacién procede de la misma forma
que en la discusién anterior. :

Un aspecto restrictivo de nuestro analisis es que hemos analizado sendas de
precios que convergen a estados estacionarios. En realidad, sin embargo, nues-
tro andlisis se extiende de modo inmediato a sendas de precios que convergen a
cualquier ciclo de duracién finita. Se puede ver que, cuando se redefinen las
generaciones, los periodos de tiempo, y los bienes para transformar un modelo
en que los consumidores viven durante k& periodos en uno en el que viven
solamente durante dos, los ciclos de periodo k — 1 corresponden a los estados
estacionarios. De forma més gencral, supongamos que un modelo tiene un ciclo
de periodo k, es decir, que (D1, Prezs s Pesi) = BPicksis Protess <o Do)
cumple las condiciones de equilibrio. Supongamos que redefinimos las genera-
ciones, los perfodos de tiempo y los bienes, de tal forma que las generaciones 1,
2, ..., k forman ahora la generacion 1 y asf sucesivamente. El ciclo corresponde
ahora a un estado estacionario del modelo redefinido.

La inclusién de activos de horizonte temporal infinito y de consumidores de
vida infinita en un esquema de generaciones sucesivas puede eliminar la posibili-
dad de equilibrios ineficientes y de equilibrios monetarios: supongamos que el
consumidor de horizonte temporal infinito posee una dotaci6n de bienes tal que
ol cociente del valor de su dotacién en cada periodo sobre el valor de la
dotacion agregada en cada periodo, estd acotado inferiormente, de 1_'nodn unifor-
me, a lo largo del tiempo, o supongamos que el activo de duracién temporal
infinita produce un rendimiento en cada periodo que estd acotado inferiormente
de la misma manera. Entonces en equilibrio el valor de la dotacién agregada
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correspondiente a todo el horizonte temporal debe ser finito. En caso contrario,
el consumidor de vida infinita disfrutaria de una renta infinita o el activo de
perfil temporal infinito tendria un precio infinito. El hecho de que la dotacién
agregada tenga un valor finito es, como hemos apuntado anteriormente, sufi-
ciente para evitar equilibrios ineficientes y equilibrios con dinero difuciario.

Muller y Woodford (1985) han extendido este andlisis presentado aqui de
modelos estacionarios a modelos que incluyen produccién y almacenamiento,
consumidores con horizonte temporal infinito y activos de duracién infinita.
Obtienen que, aunque estas inclusiones evitan la existencia de ineficiencia y de
dinero fiduciario, no son suficientes para evitar la indeterminacion del equili-
brio. En realidad, justamente al igual que en el modelo de generaciones sucesi-
vas, obtienen que la dimensién de la indeterminacién puede ser tan grande
como el nimero de bienes en cada periodo. Sin embargo, identifican ciertas
condiciones que dan lugar a la determinacién del equilibrio. Kehoe, Levine y
Romer (1986) han estudiado modelos con produccion y un ndmero finito de
consumidores de horizonte temporal ilimitado. Obtienen que los equilibrios de
dichos modelos son localmente tnicos.

Geanakoplos y Brown (1985) y Santos y Bona (1986) han estudiado modelos
de generaciones sucesivas de intercambio puro no estacionarios. En ambos
casos, el anélisis procede de forma similar al de Kehoe y Levine (1985):
linealizan las condiciones de equilibrio alrededor de un equilibrio dado. Obtie-
nen que, al igual que en el modelo estacionatio, la dimensién de la indetermina-
cién local puede variar de 0 a n cuando existe dinero fiduciario yde 0 an — 1
cuando no existe. De la misma forma que en el modelo estacionario, existe una
restriccion inherente en el sentido de que ¢l andlisis es local: Kehoe y Levine
fijan la atencién solamente a equilibrios que convergen a un estado estacionario
dado. Estos autores se preocupan solamente de equilibrios que permanecen
préximos entre sf, en un sentido bien determinado, en todos los periodos.

Nuestro andlisis de ineficiencia, dinero e indeterminacién indica que aunque
exista una relacion entre las posibilidades de ineficiencia y de dinero fiduciario,
la indeterminacién es un problema aparte. La condicién suficiente obvia que
imposibilita la ineficiencia, que el valor de la dotacién agregada sea finito,
también evita la existencia de dinero fiduciario. (Es posible, sin embargo, que
exista un equilibrio con dinero fiduciario que sea eficiente en el sentido de
Pareto, como hemos visto anteriormente.) La indeterminacidn, sin embargo,
estd relacionada con la imposibilidad de reducir las condiciones de equilibrio a
un sistema con el mismo nimero finito de ecuaciones y de incégnitas. Kehoe,
Levine, Mas-Colell y Zame (1986) han estudiado el problema de la determina-
ci6n local del equilibrio en un modelo muy general con un nimero infinito de
consumidores y de bienes. Su modelo es diferente del de peneraciones sucesivas
en ¢l sentido de que ¢l valor de la dotacién agregada es finito. En dicho
modelo, por supuesto, todos los equilibrios son eficientes y el dinero no tiene
ningin papel que desempeiiar. Puesto que las condiciones de equilibrio com-
prenden atin un ndmero infinito de ecuaciones y de incégnitas, seria esperar
demasiado que los equilibrios fuesen localmente anicos. En efecto, obtienen que
existen ejemplos robustos de economias con cualquier dimensién de indetermi-
nacién del equilibrio.
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