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1. Introducciéon

En este articulo exploraremos propiedades de dos modelos dindmicos sim-
ples de equilibrio general, un modelo con un nimero finito de consumidores
con horizonte temporal infinito y un modelo de generaciones sucesivas con un
nimero infinito de consumidores de vida finita. Ambos modelos contienen un
conjunto completo de mercados. La formulacién Arrow-Debreu del modelo de
equilibrio walrasiano pucde, por supuesto, ser dada una interpretacion dindmi-
ca, donde los bienes son indexados por fechas. Los modelos que estudiamos se
diferencian de la formulacién estdndar del modelo Arrow-Debreu solamente en
que permitiremos un nimero infinito de bienes. Como veremos, los modelos
con un numero infinito de bienes pueden poseer propiedades muy diferentes a
los modelos con un ndmero finito de bienes. Dichos modelos infinitos se
interpretan mejor como idealizaciones: sus propiedades son interesantes en la
medida en que nos ayudan a comprender modelos con un nimero elevado, pero
finito, de bienes.

El modelo con ndmero finito de consumidores de vida infinita comparte tres
propiedades importantes con la formulacién bdsica del modelo Arrow-Debreu.
En primer lugar, todos los equilibrios son eficientes en el sentido de Pareto; en
segundo lugar, el dinero fiduciario, la deuda nominal sin respaldo, no juega
ningin papel, y, en tercer lugar, existen, en géneral, un niimero finito de
equilibrios localmente Gnicos. Por el contrario, el modelo de generaciones
succsivas puede violar cada una de estas ires propiedades: puede tener equili-
brios que no son eficientes en el sentido de Pareto, puede también tener
equilibrios en que el dinero fiduciario juega un importante papel, y asimismo
puede contener un continuo de equilibrios de forma genérica, Veremos que
existe una relacién muy fuerte entre la posibilidad de ineficiencia del equilibrio
y el papel a desempeiiar por el dinero fiduciario. La posibilidad de indetermina-
cién del equilibrio es, sin embargo, un problema relativamente separado, excep-
to en modelos en que los consumidores viven solamente dos periodos y existe
un bien en cada periodo.

Los modelos dindmicos de equilibrio general estdn siendo cada vez més
importantes en teoria econ6mica, particularmente en macroeconomia. La ten-
dencia ha sido la de usar modelos pequefios para analizar problemas macrocco-
némicos. Véase, por ejemplo, Lucas (1981) y Kydland y Prescott (1982). Sin
embargo, no todos los macroeconomistas se han adherido a esta tendencia
general, y el uso explicito de modelos de equilibrio general en macroeconomia
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ha sido uu lema de mucha controversia, en que un lado acusa al otro de usar
modelos poco realistas y «ad hoc». Muchos economistas han interpretado esta
controversia como un debate ideolégico entre monetaristas y keynesianos. Sin
embargo, esta interpretacién es probablemente poco afortunada. Un modelo
explicito de equilibrio general impone una disciplina y asegura la consistencia
interna. Esto nos hace mds fécil organizar nuestra forma de pensar sobre los
fenémenos econémicos y comunicérsela a los demds, principalmente porgue los
supuestos de modelo tienen implicaciones faciles de comprender en dicha for-
mulacién. La frase «ad hoc» ha sido muy frecuentemente mal usada en econo-
mia. Ha llegado a ser un sin6nimo de «tuyo» y «malo» y un anténimo de «mio»
y «bueno». La mayorfa de los buenos modelos econdmicos son «ad hoc» en el
sentido estricto de que han sido disefiados para un proposito particular, y que
producen resultados que estdn intimamente ligados a un conjunto especifico de
supuestos. La ventaja de usar explicitamente modelos de equilibrio general es -
que proveen un marco en que conjuntos de supuestos pueden ser facilmente
comprendidos y comparados. ‘

La desventaja potencial es, por supuesto, que el marco de equilibrio general
puede llegar a ser un mero ejercicio intelectual que, dados unos supuestos, se
centra en el desarrollo analitico del modelo, ignorando otros aspectos dec la
compieja realidad econémica. Afortunadamente, sin embargo, esta formulacién
es lo suficientemente rica para permitir una amplia variedad de resultados. Para
ilustrar esto empleamos nuestros dos modelos para ofrecer una respuesta a la
cuestién planteada por Barre (1974) de si los bonos del Estado son riqueza
neta, Por supuesto, modelos diferentes pueden producir respuestas diferentes a
esta cuestién. Sin embargo, existe una relacién intima entre estas respuestas y el
conjunto de supuestos que caracterizan a estos modélos.

Los modelos que estudiaremos en este artfculo son de intercambio puro, sin
produccién y almacenamiento. El tiempo es discreto y no existe incertidumbre.
Ademds, ambos modelos son estacionarios, en el sentido de que la estructura de
las preferencias y dotaciones es constante a lo largo del tiempo. Estos modelos
son los més féciles de analizar. Indicaremos, sin embargo, c6mo nuestros resul-
tados se extienden a modelos mds complicados. También compararemos la
estructura de ambos modelos: por una parte, el modelo de generaciones sucesi-
vas posee propiedades similares al modelo con un nimcro finito de consumido-
res de vida infinita, que se enfrentan a restricciones de préstamo y ahorro. Por
otra parte, el modelo con un nimero finito de consumidores de vida infinita
posee propiedades similares a un modelo de generaciones sucesivas en que los
padres dejan herencias a sus hijos.

2. Un modelo de consumidores de vida infinita

Empezamos analizando una economia con un nimero finito de agentes que
consumen a lo largo de un mimero infinito de periodos. Existen n bienes en
cada perindo, que no pueden ser almacenados, y hay h consumidores, El
consumidor j se caracteriza por una funcién de utilidad

Zﬂj_luj(cjl'h LR} Cfu) [21]

=1

y un vector de dotaciones w = (wl, ..., w}), al que ¢l tiene derecho en cada
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periodo. Aqui el factor de descuento f; satisface 1 > B;>0; la funcién de
utilidad momenténea u, es dos veces continuamente diferenciable para todos los
vectores de consumo positivos, estrictamente céncava, y monétona creciente, y
¢l vector de dotaciones w' es estrictamente positivo.

Existen dos interpretaciones de este modelo, la primera es la interpretaci6n
tradicional walrasiana, en que todos los intercambios, incluyendo aquellos que
conllevan una entrega futura de hienes, tienen lugar en el primer pcrfodo. En
esta interpretacién el tiempo no juega ningiin papel especifico, y s¢ puede
considerar { meramente como otro indice sobre las mercancias. La restriccién
presupuestaria del consumidor es

2 pd=

=1

s

pw [2.2]

W
-

Aqui, p,= (p1sy ..., pne) es el vector de precios futuros en el periodo ¢ y p,¢/
es el producto interno

i
Z PitCie
i=1

Bajo la segunda interpretacion, ¢l intercambio tienc lugar a 1o largo del tiempo,
pero existen mercados de capital perfectos y expectativas racionales. En este
modelo simple, el supuesto de mercados de capital perfectos quiere decir sola-
mente que los consumidores pueden prestar y pedir prestado lo que deseen, a
una tasa de interés determinada de forma competitiva, y el supuesto de expecta- .
tivas racionales quiere decir que los consumidores poseen prevision perfecta del
futuro. Sea

q:= (qln ---,qm)

el vector de precios al contado en el periodo f; sea 7, la tasa de interés entre ¢ y
t + 1, y sea m! el préstamo neto efectuado por el consumidor jentre ty t+ 1.
Podemos interpretar m] como dinero interno. El consumidor [ se enfrenta a la
sucesién de restricciones presupuestarias

gici + mi < g, w
qzc;{+m£sq2wf+(1 + r)mi )
: [2.3]

gic! +mi<qw + 1+ r_)m,

Diviendo la restriccién presupuestaria en el periodo ¢ por
I+ry@+r)...AQ+r),t=1,2, ..., T

y agregando obtenemos

Z;T=1 P.'C{ + ‘m,'i‘/(l +r)(1 +"'2) et € Zkinﬂwf [2.4)
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donde p, = q,/(1 + n) (1 +r) ... (1 + 7). En el limite esto produce la
misma restriccién presupuestaria que en la primera interpretacién siempre y
cuando

limy_,.mi(1 + ry) (1+r)...(Q+rr)=0 [2.5)

Discutimos més abajo que éste debe ser ciertamente el caso en equilibrio.

Regresamos a la primera interpretacién del modelo. Un equilibrio es una
sucesion de precios (pi, p5, ...) y una sucesién de vectores de consumo (e,
cf, ...) para cada consumidor, f =1, ..., h, tal que cada consumidor
maximiza la utilidad sujeto a su restriccion presupuestaria [2.2], y 1a demanda es
igual a la oferta.

Shovel =T oW e=1,2, ... [2.6]

Obsérvese que todo equilibrio debe ser tal que ) -, pw converge. De otro
modo, el consumidor poseeria una renta infinita y su problema de maximizacién
de utilidad no tendria solucion. Debido a que u, ¢s mondtona creciente, le
gustaria consumir cantidades infinitas de al menos un bien, lo que haria imposi-
ble el equilibrio. '

Puesto que todo consumidor posee una renta finita, el valor de la dotacién
agregada debe ser también finito:

T PI(3. =) = 7 Mot (7 1pW). (2.7]

Esto implica que cualquier equilibrio debe ser eficiente en el sentido de
Pareto. Este resultado se debe a Debreu (1954). Supongamos, por el contrario,
que existe un plan de asignaciones, superior en el sentido de Pareto (c, ¢, ...),

T =B ) = T BT (e =1,k (2.8]
“com desigualdad estricta para algin j, que sea factible,
Zhj=lc{; = ihjzlwrj, to= 1, 2, Ve [2.9]

Entonces la sucesion de consumos (¢, ¢, ...) debe costar al menos tanto
como la renta del consumidor, y estrictamente més para algiin consumidor. De
otro modo, (¢}, ¢4, ...) no maximizaria utilidad. Por consiguiente,

3 ma( T mple]) > T a3 ") = 3 Ceipl(2 =) [2.10)
Puesto que la asignacion Pareto-superior es, sin embargo, factible,
S 15 =1 P) = T i1 (ihj=10{) = Zw!=1P;(ihj=lC:f). [2.11]

Esta contradiccién establece que no punede haber una asignacion que sea
Pareto-superior 2 la asignacién competitiva y que ademds sea factible.

El que el valor de la dotacién agregada sea factible implica también que no
puede existir ningin equilibrio con dinero fiduciario, deuda sin respaldo. Supon-
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gamos, por el contrario, que existe una asignacion que sea factible en que cada
consumidor satisface la restriccion presupuestaria. ‘

Srapel = g o, f= 1, L [2.12)
donde

m=75"_m # 0. {2.13)

(Si m = 0 pero ¥ # 0, esto es simplemente un equilibrio con transferen-
cias.) Aqui m es el volumen de dinero externo, o fiduciario, que permitiremos
que sea positivo o negativo. Agregando estas restricciones presupuestarias sobre
los consumidores, obtenemos

Y et (T Pl G =
=3 "3 7 = piw) + m. [2.14]

Sin embargo, multiplicando las condiciones [2.6] por los precios y agregando,
obtenemos

P 0 hjzlc,fj) = n_°r=1 X9 h;'=1wi)- [2.15]

Por consiguiente, m = 0, lo que contradice el supuestc de que existe un
equilibrioc con dinero fiduciario.

Este mismo argumento puede ser usado para demostrar que la sucesién de
restricciones presupuestarias [2.3] es equivalente a la tinica restriccion intertem-
poral [2.2): para que el consumidor j tenga un problema de maximizacién bien
definido, y para que el concepto de equilibrio tenga sentido, el limite en [2.5]
tendria que exisur. Aquif, y ¢n comraste con el caso de dinero fiduciario que
hemos examinado, las variables m son seleccionadas por los consumidores.
Puesto que la utilidad es monétona creciente, cada consumidor desearia selec-
cionar (), mb, ...) de tal forma que el limite en [2.5] sea negativo. El mismo
argumento que excluye un equilibrio con dinero externo también excluye esta
posibilidad. :

En general, este modelo tiene un nimero finito de equilibrios localmente
Gnicos. Para ver esto, transformaremos las condiciones de equilibrio usando un
enfoque desarrollado por Negishi (1960) y que fue aplicado por primera vez a
los modelos dindmicos por Bewley (1982). Para simplificar la exposicién, ignora-
remos la posibilidad de soluciones esquina en el problema de maximizacion de
utilidad del consumidor. Esto puede justificarse mediante la imposicién de una
restriccién adicional sobre u; (véase Kehoe y Levine, 1985a). La solucitn del
problema de maximizacién de utilidad del consumidor viene caracterizada por
las condiciones ‘

B Dufe) =4;po | - [216]

para algtin multiplicador de Lagrange A; >0, y las restricciones presupuesta-

rias [2.2]. . o
(Aqui, Duj(c)) es el vector 1 x n de derivadas parciales de u;.) Un equilibrio

viene caracterizado, por tanto, por [2.2] y [2.16], que son las. condiciones de
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maximizacién de utilidad, y [2.6], que son las condiciones de vaciamiento de los
mercados, que en cada periodo la demanda sea igual a la oferta. Este es un
sistema con un nimero infinito de ecuaciones e inc6gnitas.

Consideremos ahora cl problema de optimalidad, de maximizacidn de una
suma ponderada de funciones de utilidad individual sujeto a las condiciones de
factibilidad:

maximizar 5"y o; 3 "=18 () (2.17]
sujeto a Y Mod =5 oWl r=1,2, L.

Donde u,, ..., a; son ponderaciones positivas de utilidad. Toda solucién de
este problema viene caracterizada por las condiciones

a7 Dull) =m, =1, . b =12, .., ‘ [2.18]

Para alguna sucesién de vectores de multiplicadores de Lagrange n, = (7,
.y ) = 0, ¥ las condiciones de factibilidad [2.6]. Obsérvese que, si dividimos
[2.18] por @, entonces resulta ser igual a {2.16]. Esto es una forma alternativa
de ver que cualquier equilibrio competitivo es eficiente en el sentido de Pareto,
que el Primer Teorema de la Economia del Bienestar se cumple.

El Segundo Teorema se cumple también: cualquier solucién del problema de
la optimalidad [2.17] satisface todas las condiciones para un equilibrio competiti-
vo, excepto las restricciones presupuestarias individuales [2.2]. Dicha solucidn
puede, por tanto, ser comsiderada como un equilibric competitivo con transfe-
rencias. Loy precios competitivos son, pur supuestu, los multiplicadores de
Lagrange 7, Podemos calcular las transferencias para implementar como equili-
brio competitivo la asignacién eficiente asociada con las ponderaciones « = (g,

.., ) mediante la expresién

t_,-((]) =Z°°ml m(a)(cf(a) - w’)a i=1 ..., h [219]

Haciendo estos pagos de transferencias igual a 0 se obtiene una caracteriza-
cién del equilibrio por medio de un nimero finito de ecuaciones ¢ incégnitas.

Usando la concavidad estricta de u;, se puede demostrar que las funciones de
transferencias # son continuas. # es también homogénea de grado uno en o
porque w, es homogénea de grado uno y ¢ es homogeénea de grado cero. Si
doblamos , por ejemplo, la sucesién de vectores de consumo que solucionan el
problema no cambia, pero los multiplicadores de Lagrange se incrementan el
doble. Ademas, las funciones de transferencias satisfacen

2haite) =0 [2.20]

porque cualquier sulucién al problema de optimalidad satisface las restricciones
de factibilidad,

Las condiciones que caracterizan los equilibrios de este modelo son formal-
mente equivalentes a las que caracterizan los equilibrios de un modelo estético
de intercambio puro con h bienes. En efecto, las funciones

fio) = ~t{e)e,
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tienen todas las propiedades de las funciones del exceso de demanda de un
modelo de intercambio puro: son continuas, son homogéneas de grado cero y
obedecen la ley de Walras :

h
2. af@ =0

j=1

Debreu (1970) ha demostrado que si las funciones de exceso de demanda f; son
continuamente diferenciables, entonces casi todas las economias puseen un
nimero finito de equilibrios localmente finicos. La expresién «casi todas» co-
rresponde, por supuesto, a un término matematico preciso. Podemos usar o
bien las funciones de transferencias ¢; o las funciones de demanda f; para
caracterizar los equilibrios del modelo dindmico que estamos considerando:
Kehoe y Levine (1985a) han demostrado que el razonamiento de Debreu se
extiende a este modelo. Ademds, imponiendo una condicion adicional, relativa-
mente débil, demuestran que ¢; es, en efecto, continuamente diferenciable.
La prueba del resultado de Debreu ests basada en una maquinaria matema-
tica bastante compleja. Sin embargo, la intuicién existente detrids de esto es muy
simple. En realidad es la misma intuicién que Walras tuvo cuando conté las
ecuaciones y las incégnitas. Existen # ecuaciones, {;(a) = 0, con h incégnitas,
@;. Debido a la homogeneidad, una de las ponderaciones a; es redundante.
Debido a la restriceion de agregacidn [2.20], sin embargo, una de las ecuaciones
es también redundante. Por consiguiente, las condiciones de equilibrio pueden
ser consideradas como un sistema de h — 1 ecuaciones con 2 — 1 incégnitas.
Supongamos que estas ecuaciones son independientes en el sentido de que

t(@=0,j=1, .., h—1, y que la matriz (A — 1) X (& — 1) de derivadas
parciales
ot/ony () al']/Oah_l (x)
J= : L [2.21]

dtp_1foon (@) ... Oth—1/304-1 (&)

no es singular, (Hemos impuesto la normalizacién o, = 1 y quitado la ccuacién
tx(a) = 0.) Entonces el teorema de la funcién inversa del célculo elemental dice
que, en un entorno abierto, @ es la dnica solucidn a las condiciones de equili-
brio; es decir, t7!(0) = ¢. Usando las condiciones de compacticidad del conjun-
to de posibles equilibrios y la continuidad de las condiciones de equilibrio,
podemos probar ficilmente que existe un ndmero finito de equilibrios si el
determinante de J es distinto de cero en todo equilibrio.

Si J es singular en algiin equilibrio, entonces nuestra intuicién nos dice que
la minima perturbacién en las funciones ¢; hace que sea no singular o que sca
imposible que exista una solucién cerca de & Fl grifico 1 nos ilustra’ algunas
posibilidades en una economfa con dos consumidores. :
" Para ser mds concreto con algunos de los conceptos que hemos estado
discutiendo en esta seccién consideremos modelo simple con un bien en cada
perfodo y dos consumidores. Supongamos que

wilc,) = ux(c,) = log ¢,
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4 (o, 1)

GRAFICO 1

y que w! = w? = 1. La tnica diferencia entre estos dos consumidores es que
B < f5. Toda solucién del problema de maximizacién de utilidad viene caracte-
rizado por las condiciones

BN el = dp, [2.22]
Zl pici= 2. pe [2.23)
te t=1

Un equilibrio satisface estas condiciones y la condicion de que la demanda
sea igual a la oferta

d+ =2, t=1,2, .. [2.24]

El problema dé optimalidad es

méx &y 2 B log ¢; +ay > B og & [2.25)
=1 =1 .
sujeto a
ci+ =2, t=1,2, ..

Una solucién de este problema viene caracterizada por las condiciones

ap el =m,  j=1,2 [2.26)
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y [2.24]. Estas ccuacioncs pucden ser facilmente calculadas, obteniéndose
o) = 20,8 oy BT + i, j=1,2, [2.27]
7= (B + aafy )2 [2.28]

Las transferencias necesarias para implementar como equilibrio competitivo
la asignacién asociada con las ponderaciones o, y d. son, por tanto

@

by, @) = 2 mlct = 1) =a/(1 — B1) — /(1 — fiz)

=1

[2.29]

%

tloy, az) = Z mle; — 1) =ay/(1 — B2) ~a /(1 — )

-1

Nétese que estas funciones son continuamente diferenciables, homogéneas
de grado uno, y su suma es igual a cero.

El anice equilibrio de este modelo se encuentra hacicndo estas transferencias
igual a 0. Este equilibrio es

ap=(1-p)/1~-p)or=1

Obsérvese que el valor de la dotacién agregada es finita, puesto que

S =23 (- B PR B2 =Y 230

=1

No existe, por supuesto, dinero fiduciario en este modelo, Existe, sin embar-
go, dinero interno: el consumidor 1, que es méis impaciente que ¢l consumidor
2, gasta mas de su dotacién al principio de su vida. Mis tarde consume menos,
pagando asi su deuda. Asintéticamente su consumo en cada periodo es igual a
0, v el econsumoa del consumidor 2 es ignal a 2.

3. Un modelo de generaciones sucesivas

En esta seccién consideramos un modelo sencillo de generaciones sucesivas
en el que existe un tinico bien en cada periodo y un tnico consumidor, que vive
dos periodos, en cada generacion. Este es ¢l modelo desarrollado originalmente
por Samuelson (1958) y analizado extensamente por Gale (1973). En la seccion
siguiente trataremos modelos mas generales.

El consumidor nacido en el periodo #, £ =1, 2, ..., trata de solucionar el
problema de maximizacién de utilidad '

maximizar u(e¢/, ¢/.1) B3]
3.1

sujeto a pef Pf+1C,,+| = pwy + PryWa-

Haremos la misma clase de supuestos sobre u y (wy, wy) de la seccion
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anterior. Como en el modelo previo podemos pensar quc este consumidor se
enfrenta a dos restricciones presupuestarias,

gic, + m' = gw,
[3.2]
Gr+1C6+1 = Gragwa + (1 + rom’.

Normalizamos los precios al contado de tal forma que g,y = q, = 1. Divi-
diendo la segunda restriccién por (1 + r), y afiadiendo ambas conjuntamente,
obtenemos una restriccion presupuestaria en la que p,/p,,, = (1 + 7).

La solucién a este problema viene caracterizada por las condiciones

a”/dc:(c:, is1) = A
6"/6‘-':4-1(0}; C:H) =;Lr—Pt+1

y la restricci6n presupuestaria en (3.1]. Dada la concavidad estricta de u, este
consumidor posee funciones de exceso de demanda continuas Y(Py Prv1) = ¢ —
= w, para el periodo de joven y z(p, p,.1) = c/s1 — w, cuando es viejo. La
forma de la restriccion presupuestaria implica que estas funciones son homogé-
neas de grado cero en {p,, p,,,) y cumplen la ley de Walras

py(p. p., D+ Pz p, py) =0 [3.4]

[3.3]

Consideremos, por ejemplo, el caso en que u(c;, ¢/v1) = log c/ + flog ¢, ;.
Las funciones de exceso de demanda pueden ser ficilmente calculadas usando
[3.1] y [3.3). Estas son

y(Pr, Pl+_1) = (pw, + p,sz)/(l +B)p—w =
= (~Ap.wi + pywY (1 + Ap:
. (3.5
Z(py Per1) = Blpwy + P:+1W2)/(1 + B P — Wy =

= (B pw, — Pr+1w1)/(1 +M pei1-

Observe que estas funciones, en efecto, satisfacen la continuidad, homoge-
neidad y la ley de Walras.

Ademids de los consumidores nacidos en los periodos 1, 2, ..., existe un
consumidor que vive solamente en el periodo 1 y que soluciona el problema

maximizar uy(cl)
(3.6]
sujeto a pyc? = Piwi + m.

En este caso m, que puede ser positivo, negativo o cero, es el volumen de
dinero fiduciario poseido por la generacién cero. Puesto que este consumidor
tiene preferencias y dotaciones por el primer bien solamente, no necesitamos
especificar con cuidado las propiedades de uy 0 wy. En efecto, bajo la monoto-
nia creciente de wu,, la funcién de exceso de demanda es siempre

zo(p1, m) = m/p,. ' [3.7]



MODELOS DINAMICOS DE EQUILIBRIQ GENERAL 105

Un cquilibrio de esic modelo es una cantidad de dinero fiduciario # y una

sucesién de precios (Py, P2, -..) que hacen que las funciones de exceso de
demanda sean iguales a cero en cada perfodo,
zo(P1, 1) + y(By, P2) = 0 [3.8]

en ¢l periodo 1 y

z(ﬁl“l! pz) + y(ﬁv ﬁr+1) =0 [39]

en el periodo ¢, t =12, 3, ...

Una forma de calcular los equilibrios de este modelo, desarrollada por Gale
(1973) y Cass, Okuno y Zilcha (1979) es usando la curva de transacciones
(neta), la imagen de (y(p, pis1), 2(py Pir1)). Esta curva pasa por el origen, -
estd siempre en los cuadrantes segundo v cuarto, e intersecta solamente nna vez
todo segmento que pasa por ¢l origen (exceptuando, por supuesto, el propio
origen). En realidad, la ley de Walras [3.4] establece que

2Py Perr)Y(Po Pra1) = —Po/Pr1 [3.10]

esto es, el punto donde intersecta la recta con pendiente —p,/p,., tiene como
coordenadas los excesos de demanda dados por (p, p..1). Ademis, la curva de
oferta satisface siempre y > — wy y z > — w,.

Por ejemplo, en nuestro caso lineal-logaritmico, pedemos usar la féormula de
¥(P» Pes1) en [3.5] para calcular p/p,,, en términos de y, sustituyendo este
ltimo resultado en la férmula de z(p, p.y1) para obtener la curva de transac-
ciones.

z = Bwiwa/((1+ BPy + (L + B)Bwy) — wo/1 + B [3.11]

Bste resultado se ilustra en el grifico 2.

En general, existen dos estados estacionarios, tal que dado el factor de
inflacién o > 0 la sucesién de precios p, = ¢* satisface

20", 04 + (', oY) =
=z(1,0) + y(1,0) = 0. (3.12]

Estos dos estados estacionarios vienen dados por las intersecciones de la
.curva de transacciones con la linea que pasa por el origen con pendiente —1, z =
= —y. Existe un dnico estado estacionario en el caso particular en que la
pendiente de la curva de transacciones es —1 en el origen.

El estado estacionario en que o = 1 domina en el sentido de Pareto ¢l
estado estacionario del origen. Una forma de ver esto es comprobando que la
solucién del plan de consumo del problema de maximizacién del consumidor
representativo cuando p; = p,.. también soluciona el problema de maximiza-
cién de utilidad de un plan de consumo en un estado estacionario:

{3.13]
sujeto a ¢y + ¢ = Wy + Wy
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Por otro lado, nétese que dado que la posicién de no intercambio es siempre
factible, el consumidor puede solamente estar mejor si desea comerciar. En
efecto, mediante un argumento simple de revelacién de las preferencias se
puede ver que el consumidor prefiere el intercambio neto (y(1, 1), z(1, 1)) a
cualquier punto a la izquierda de la linea con pendiente —1. (Véase de nuevo el
grifico 2). '

Para calcular los equilibrios, adem4s de los dos estados estacionarios, empe-
zamos con £, = mM/p; y nos vamos horizontalmente a la linea con pendiente —1
para encontrar el valor de y para el cual, y(p,, p2) = —~zo. Entonces nos
movemos verticalnente hacia la curva de transacciones para encontrar el punto
(y(1, p2), z(p1, ). Ahora continuamos horizontalmente hacia la linea con
pendiente —1 para encontrar el valor de y para cual cual y(g,, p3) = —z(p, bP2).
Este proceso se ilustra en el gréfico 3.

La curva de transacciones en el grifico 3 corresponde al caso en que
fwy > wy. Observe que para cualquier valor de zg tal que zq = mi/p, < z(1, 1)
existe un equilibrio que converge al estado estacionario autdrquico, en el que no
existe intercambio. [Existe una cota inferior natural sobre /3, dada por —w?,
que es independiente de la curva de transacciones de (y, z).] La sucesién de
precios se calcula normalizando p; = 1, usando entonces la pendiente de la
linea que cruza el origen e intersecta la curva de transacciones en [y(p,, p.),
z(P1, P2)} para encontrar p,, usando entonces la pendiente de la linea que cruza
el origen ¢ intersecta la curva de transacciones en [y(pa, p3), z(Pa, Pa)] para
encontrar p3, y asi sucesivamente. Observe que todo equilibrio de este modelo,
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excepto el que empieza en fyfp; = z(1, 1), es inflacionario. En el estado autar-
quico ¢, que es igual a menos el reciproco de la pendiente de la curva de
transacciones en el origen, es igual a fw/w; > 1.

No existe solamente un continuo de equilibrios, sino que ademads el dinero
fiduciario juega un papel crucial y los equilibrios no son necesariamente eficien-
tes en el sentido de Pareto. Nétese que cualquier equilibrio que empieza con
0 < fp, < z(1, 1) es dominado en el sentido de Pareto por el equilibrio en
que #At/p; = z(1, 1): la primera generacién prefiere el zo mas alto posible, y las
generaciones subsiguientes estin peor cuanto mis alejadas estén de [y(1, 1),
z(1, 1)] y mds cercanas a la autarquia. En rcalidad, los equilibrios con mayor
m/p, dominan en el sentido de Pareto aquellos equilibrios que empiezan con
puntos iniciales mds bajos. En la secci6n siguiente puntualizaremos que los
equilibrios en que #/p; < 0, aunque no son necesariamente dominados por los
equilibrios en que m/p; = z(1, 1), no son eficientes en el sentido de Pareto.
Como Shell (1971) ha puntualizado, este fallo del Primer Teorema del Bienestar
se debe al infinito por partida doble de consumidores y bienes. Aunque es
posible repetir este fallo del Primer Teorema del Bienestar en un modelo con
mercados incompletos, como lo hicieron Cass y Yaari (1966), queremos poner
énfasis que ocurre incluso si todos los mercados son completos.

El grifico 4 contiene la curva de transacciones para el modelo logaritmico en
el que fw; < wy. Observe quc para cualquier valor de m/p, tal que #/p, <0
existe un equilibrio que converge al estado estacionario en el que o = 1. Existe
también un equilibrio que empieza con M/p = 0 y permanece en el estado
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estacionario. Aqui o = fSw/wy; < 1. Estc cquilibrio cs eficiente en el sentide de
Pareto, plesto que el valor de la dotacién agregada es finita

®
w0+w1+20'_1(w1+w2)=w"+ w1+1 >
=2 -

(W1 + Wz) [314]
. Como puntualizaremos en la préxima seccidn, todos los equilibrios de este
modelo son eficientes en el sentido de Pareto.

Estos dos ejemplos sugieren tres posibles hipotesis: En primer lugar, cual-
quier indeterminacion del equilibrio viene ligada a la inflacién si existe dinero
fiduciario positivo. En segundo lugar, todas las sendas de precios de equilibrio
convergen a algin estado estacionario. En tercer lugar, cualquier indetermina-
¢ién del equilibrio viene asociada con un volumen distinto de cero de dinero
fiduciario. Presentaremos ahora contra ejemplos a las dos primeras proposicio-
nes. En la secciéh siguiente defenderemos que la tercera, avngue es verdad en
cualquier modelo con un bien en cada periodo y consumidores que viven dos
periodos, no se cumple en modelos més generales.

Los ejemplos logaritmicos que hemos analizado tienen la propiedad de que a
medida que la .azén de precios p,/p,., se incrementa, y(p,, p,+,) disminuye y
z(py, p.+1) aumenta. Esto quiere decir que las funciones de demanda y z
exhiben sustituibilidad bruta. Consideremos la curva de transacciones dibujada
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en el grafico 5. Aqui la sustituibilidad bruta no se cumple en la parte en que la
curva de transacciones se mueve hacia atrds. Obsérvese que para cualquier valor
de /p, suficientemente cercano a z(1, 1) existe un equilibrio que converge al
estado estacionario o = 1. El rasgo principal de esta curva de transacciones es
que su pendiente en el punto [y(1, 1), z(1, 1)} es positiva y menor que la
unidad. Existen también equilibrios que empiezan con #1/p,, cerca de z(1, 1) (o
incluso igual) y convergen al estado estacionario: siempre que existan dos
valores de z que corresponden a un udnico y, tenemos la doble opcién de iros
de la linea que cruza el origen con pendiente —1 a la curva de transacciones.
Este ejemplo tiene también equilibrios que no convergen a ningin estado
estacionario. Consideremos las curvas de transacciones en el grafico 6. Aqui
existe un ciclo de periodo dos: zy, 2y, 2g, 2, ... L4 segunda curva de transaccio-
. nes es la reflexién de la primera sobre la linea con pendiente —1. Los ciclos son
puntos donde estas dos curvas intersectan, donde

(p1, B2), 2(Br, P2} = [=2(P2, P1), —y (B2, D)) [3.15]

Esto implica que # y (fy, Pa, P1, P2, ...) son un equilibrio de este modelo.
Gale (1973) fue el primero en puntualizar la posibilidad de ciclos en esta clase
de modelos. Benhabib y Day (1982) han demostrado que existen también ejem-
plos con equilibrio que no convergen a ningin estado estacionario o a ningdn
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ciclo de cualquier periodicidad. La posibilidad de tal comportamiento extrafio, a
menudo referido mediante el término de dindmica cadtica, ha sido analizada en
profundidad por Grandmont (1985).

4. Modelos generales de generaciones sucesivas

Fijamos ahora nuestra atencién en modelos de gencraciones sucesivas con
varios bienes en cada periodo y varios consumidores en cada generacién. Si
permitimos varios bienes y varios consumidores, el supuesto de dos periodos de
vida ¢s completamentc gencral: Balasko, Cass y Shell (1980) presentan un
procedimiento simple para redefinir periodos y generaciones que convierte un
modelo en que los consumidores viven durante un nimero finito de periodos en
uno en que viven solamente durante dos periodos. Supongamos que los consu-
midores viven durante k periodos. Entonces redetiniremos las generaciones de
tal forma que las generaciones —k +2, —k +3, ..., 0 se convierten en la
generaci6n 0, las generaciones 1, 2, ..., k — 1 se convierten en la generacion 1y
asi sucesivamente. Redefmxremos tamblén los periodos de la misma forma. El
grafico 7 ilustra este procedimiento para el caso en que k = 4, Observe que
estas generaciones viven solamente durante dos perfodos redefinidos. Si existen
n bienes en cada periodo original, existen (K — 1)n bienes, indexados por la
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fecha, en cada perfodo redefinido. Si existen & consumidores en cada generacion
original, existirdn (k — 1) consumidores en cada generacion redefinida.

El modelo con varios bienes y varios consumidores presenta las mismas
posibilidades de existencia para equilibrios que son ineficicntes y equilibrios con
dinero fiduciario que el modelo simple de la seccién previa. Posee incluso un
mayor 4mbito para la indeterminacién del equilibrio. El consumidor j en la
generacidn ¢t soluciona el problema

maximizar #;(y/ + wi, zl + wa)

sujeto' a py; + Prs1Z: =0
En este caso, y{, z{, W1, Wy, P ¥ D1 SON todos vectores de dimension n. Si
las funciones de exceso de demanda son y/(p,, pi+1) ¥ z!(p,, p.+1), entonces las

funciones de exceso de demanda agregada para la generacion  son Y(Pr, Pr+1) ¥
z(py, pe1) donde, por ejemplo ‘ ‘

4.1

h

y(po P = z yi(Pn Pes1)

7=
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Suponemos que y, z son continuamente diferenciables para todos los vecto-
res de precios (p,, p..1) estrictamente positivos, homogéneas de grado cero en
(P Pi+1); ¥ que cumplen la ley de Walras,

PY@y Prir) + Per12(pe Per1) =0 [4-3]

Ademids, existe una generaci6n vieja, que vive s6lo en el primer periodo y
que tiene como funcion de exceso de demanda agregada zo(p1, m). Suponemos
que zp es continuamente diferenciable para todos los vectores de precios p,
estrictamente positivos y en un intervalo abierto de niveles de dinero m, que
iVI\lIdluye el valor 0, es homogénea de grado cero en (ps, m) y cumple la ley de

alras.

pizo(pr, m) = m ' [4.4]

Un equilibrio de este modelo es, de nuevo, una cantidad de dinero externo
'y una sucesion de vectores precio (1, fa, ...) que satisfacen [3.8] v [3.9]
donde las variables son interpretadas como vectores. Para ver la posibilidad de
indeterminacién, contcmos ¢l nimero de ecuaciones e incognitas en las condi-
ciones de equilibrio. La condicién de equilibrio en el primer petfodo,

z2o(p1, 1) + y(p1, p2) = 0 4.5

contiene r ecuaciones con 2n + 1 incGgnitas. Puesto que las ecuaciones son
todas homogéneas podemos imponer una normalizacién para reducir esto a 2n
incégnitas. Las condiciones de equilibrio en lns perfodos subsiguientes,

z@‘"l’ ﬁf) + y\(ﬁ” ﬁi"l“l) = 0’ t= 21 3’ L] ) [46]

afiaden, cada una, » ecuaciones ¥ » incdgnitas. El sistema completo tiene, por tanto,
n grados de libertad. Si fijdsemos /M = 0 a priori, existe una incégnita menos, y
esto reduce los grados de libertad a n — 1. La idea es que escogemos ##, by
P2 para satisfacer [4.5] y entonces usamos [4.6] como una ecuacion no lineal en
difercucias para determinar D3, Pa, ...

El problema con el simple recuefito de ecuaciones e incégnitas es que no
sabemos siempre si podemos utilizar [4.6] para continuar una sucesién de
precios de equilibrio, dados (py, p,) de forma arbitraria. En el grifico 3, por
ejemplo, si empezamos con cualquier valor de #yp; por encima de z(1, 1)
podemos continuar el equilibrio durante unos pocos periodos, pero eventuaimen-
te alcanzaremos una situacién donde no podemos continuar porque z va a ser
Superior a w; y no nos podemos mover de forma vertical a la curva de
transacciones. En general, queremos evitar situaciones en que no podemos usar
(4.6]) para calcular un valor positivo de p,,, como funcién de Pe1 ¥ p,. Una
forma de hacer esto es requerir que la sucesién de precios de equilibrio converja
a un estado estacionario en el que la matriz de derivados parciales de YPy Pert)
con respecto a p,., es no singular. El teorema de la funcién implicita nos dice
entonces que en un entorno abierto de este estado estacionario podemos calcu-
lar pry;. . .

Un estado estacionario de este modelo es un vector de precios relativos p y
un factor de inflacién o tal que p, = o'p satisface [4.6]. Existen dos tipos de
estados estacionarios, estados estacionarios nominales en que existe una canti-
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dad distinta de cero de deuda nominal que es transferida de una generacién a
otra, y estados estacionarios reales, en que no existe tal transferencia. Observe
que en cualquier equilibrio la cantidad de deuda nominal transferida de una
generacién a otra permanece siempre constante: [4.4] y {4.5] implican que
—p1y(P1, B2) = PrzolPy, ); la ley de Walras hace que poz(py, p2) = ~puy(P1, p2)
mediante [4.6] obtenemos —p.y(Pa, P3) = paz(fy, Pa); y asi, sucesivamente. La
condicion del estado estacionario es

z('"'p, o'p) + ylo'p, 0"*'p) = 2(p, op) + y(p, 0p) = 0 [4.7)

Esto implica que pz(p, op) + py(p, op) = 0. La ley de Walras hace que
py(p, op) + opz(p, op) = 0. Restando una de la otra, obtenemos (1 — o )pz(p,

) = 0. Esto hace que 0 = 1 en un estado estacionario nominal. Kehoe y
Levine (1984b) demuestran que para casi todas las economfas 0 = 1 en un
estado estacionario real.

Balasko y Shell (1980) y Burke (1986a) han demostrado que una condicién
necesaria y suficiente para la eficiencia en el sentidoe de Pareto de un equilibrio
es que

L
'; i (48]

Aqui ||p| = (2, - p)¥? es la usual norma Euclidea. Los mencionados autores
imponen una condicién uniforme sobre la curvatura de las curvas de indiferencia
que es natural en un contexto estacionario. Obsérvese que cualquier equilibrio
que converge a un estado estacionario en el que o > 1, un estado estacionario
inflacionario, es Pareto-ineficiente puesto que la suma en [4.8] converge. Sin
embargo, cualquier equilibtio que converge a un estado estacionario donde g <
= 1 es Parcto-eficicntc puesto que la suma en [4.8] diverge. En realidad es facil
demostrar que si & = 1 la asignacién de equilibrio maximiza una suma pondera-
da de utilidades de los consumidores de una generacién representativa sujeto a
las restricciones de consumo del estado estacionario.

Cuando existen varios bienes en cada periodo y varios consumidores en cada
gerieracién no se produce necesariamente la existencia de un estado estacionario
nominal tnico y, asimismo, un estado estacionario real dnico, como ocurria en
el ejemplo de la seccién precedente. Incluso con un bien en cada periodo, pero
més de un consumidor en cada generacién, pueden existir varios estados esta-
cionarios reales, aunque exista un inico estado estacionario real. Consideremos,
por ejemplo, un modelo estético de intercambio de dos personas con equilibrios
miltiples. Este modelo es ficil de construir en una caja de Fdgeworth; véase a
titulo de ejemplo Shapley y Shubik (1977). Convirtamos ahora esto en un
modelo de generaciones sucesivas en que existen dos consumidores en cada
generacién con las mismas preferencias y dotaciones del tinico bien en-cada uno
de los dos perfodos de sus vidas. Los equilibrios mdltiples del modclo estético
son estados estacionarios de geperaciones sucesivas en que cada consumidor
solamente intercambia con el otro agente de su misma generacién. Esto sirve
para ilustrar el hecho de que los estados estacionarios reales no son, en general,
autdrquicos, como lo son en el modelo sencillo. Con varios bienes en cada
periodo incluso los estados estacionarios nominales no son necesariamente Gni-
cos. Kehoe y Levine (1984b) demuestran, sin embargo, que en general, toda
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economia tiene un nimero impar de estados estacionarios nominales (en parti-
cular, un némero distinto de cero) y un nimero impar de estados estacionarios
reales. Ademds, la matriz de derivadas parciales de y con respecto al segundo
vector de argumentos es casi siempre no singular en todo estadu estacionario.

Para analizar el comportamiento de las sucesiones de precios de equilibrio
que convergen a un estado estacionario, Kehoe y Levine {)1985a) linealizan las
condiciones de equilibrio [4.5] y [4.6]. El teorema de la variedad estable local
de la tcorfu de sistemas dindmicos establece que el comportamiento del sistema
no lineal cerca del estado estacionario es cualitativamente el mismo que el
sistema lineal [véase Irwin (1980)]. Kehoe y Levine consideran el conjunto de
pares de precios (f;, p») que satisfacen la condicién de equilibrio y conllevan
convergencia al estado estacionario, cuando son usados como condiciones inicia-
les de la ecuacién en diferencias no lineal [4.6]. Este conjunto es una variedad,
un conjunto de puntos gue es equivalente localmente a un subconjunto abierto
de un espacio euclideo de dimensién menor que 2n. (La variedad prototipo es
un subespacio lineal.} Demuestran que esta variedad puede tener una dimensién
tan grande como # si existe dinero externo y tan grande como n ~ 1 si no existe
dinero. Esta variedad puede tener dimensi6n tan pequefia como 0, en el caso en
que csté compuesta de puntos aislados, (La mejor aproximacion lineal a esta
variedad cerca del estado estacionario es la interseccion del subespacio estable
de la versién linealizada de [4.6} con el conjunto de vectores que satisfacen la
version linealizada de [4.5]. Casi todas las economias son tales que cualquier
pequena perturbacién produce una economia con las mismas propiedades cuali-
tativas). Kehoe y Levine prueban también que existen ejemplos robustos de
estados estacionarios para los cuales ningiin equilibrio converge a ellos. Esto no
puede suceder con un solo hien en cada periodo porque la ley de Walras implica
que m y p pueden ser seleccionados de tal forma qué el vector de precios del
estado estacionario (p, ap) satisface zy(p, m) + v(p, op) = 0. Consecuentemen-
te, ¢l estado estacionario es también un equilibrio.

Nétese que podemos utilizar un artificio similar al que usemos para convertir
cconomias con consumidores que viven durante k periodos en economias en
que viven durante dos para transformar el estudio de equilibrios que convergen
a ciclos de cualquier periodo finito en el estudio de equilibrios que convergen a
estados estacionarios: supongamos que una economia tiene un ciclo de periodo
k en el sentido de que 57,+1, ey Prak) = (@'P1, ... o'py) satisface [4.6].
Redefinamos las generaciones, de tal forma que, por ejemplo, las generaciones
1, 2, ..., k se convierten en la generacion 1. Similarmente redefinamos los
bienes. Un ciclo de periodo k es ahora un estado estacionario del modelo
redefinido. :

5. El teorema de la equivalencia ricardiana

En 1817 Ricardo se formuld la pregunta: ;Existe alguna diferencia en que un
gobicrno financic un incremento de gasto aumentando los impuestos o vendien-
do bonos? [Véase Ricardo (1951, pp. 244-249).] La respuesta mds sencilla a la
que llegé, aunque era consciente de que existian complicaciones, fue la de que
no existia diferencia, puesto que los consumidores anticipan que deben pagar
mas impuestos en el futuro si existe una venta de bonos para que el gobierno
pueda efectuar los pagos de interés. Esto estd en contradiccién con la respuesta
keynesiana a la misma pregunta que un incremento de gasto pgblico financiado
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por bonos posee el efecto multiplicador completo, mientras que un incremento
de gasto financiado por impuestos tiene un multiplicador més pequefio. La
distincién crucial entre los dos tipos de anélisis es que en uno el comportamien-
to del consumidor con respecto al ahorro se altera mediante la emisién de bonos
y que en el otro no. Esto se reduce, como Barro (1974) lo ha puesto, a la
pregunta: ;Son los bonos riqueza neta?

Contestemos primeramente esta pregunta utilizando nuestro modelo con .
consumidores de vida infinita, Introducimos en este modelo un gobierno que
compra bienes g = (g1, ..., £x) €n el perfodo ¢, £ =1, 2, ... Requerimos
que este programa de gastos sea factible,

0<g <) w t=1,2,... [5.1

j=1
Supongamos que estas compras vienen financiadas por impuestos de sumas
globales t!, ..., t*, de tal forma que el presupuesto del gobierno se mantiene

sin déficit ni superdvit en cada periodo,

h -
Z f: = 8 t=1,2,... [5‘2]

=1

Entonces la restriccién presupuestaria a la que se enfrenta el consumidor j es
P ; j
Z P = Z (pw — 1)
=1 =1

Supongamos, por otro lado, que el gobierno emite bonos b, t=1,2, ..., con
interés determinado de forma competitiva, Financia estos pagos de interés
mediante impuestos de sumas globales o). El gobierno debe equilibrar su
presupuesto en el sentido de que el valor descontado presente dc sus gasios
debe ser igual al valor presente de sus ingresos :

0/ + bl

w w w ko
;Prge“';b::Z .

=1

—~
-

[5.3]

z b, aparece en ambos lados de la restriccion presupuestaria, puesto que
=1

el valor presente de un bono es igual a la suma de los pagos de interés sobre €L
La restriccion presupuestaria del consumidor se convierte en

i(!’rc;"'b{): i(Per_ B{)"'ib:j
r=1 =1 =1 [54‘1

;P:C: = ; (PrWJi - Bf)
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Aqui bf cs la compra neta de bonos por el consumidor j en el periodo ¢ Yy

bi=b, [5.5)

1N

._
]
fut

Observe que si

s

estos dos modelos son esencialmente idénticos. En particular los agentes se
enfrentan a las mismas restricciones presupuestarias. Este es el teorema de la
equivalencia ricardiana. Existe un conjunto importante de hip6tesis: en primer
lugar, existe un nimero finito de consumidores que viven indeterminadamente.
En segundo lugar, existen mercados de capital perfectos. Esto implica que cada
consumidor se enfrenta a una tinica restriccién presupuestaria. En tercer lugar,
todos los impuestos son de sumas globales. De otro modo, los precios relativos
se verian distorsionados de forma diferente mediante diferentes esquemas impo-
sitivos. En cuarto lugar, los impuestos no son redistributivos. En otras palabras,
los consumidores se enfrentan a la misma factura total bajo los dns esquemas
impositivos. De otra forma los precios relativos cambiarian debido al efecto
renta.

No estamos afirmando que el equilibrio es el mismo que en el caso g =0,
t=1,2, ... Puesto que el gobierno esta consumiendo algunos de los bienes
que, de otro modo, hubiesen ido a parar a los consumidores, este no es el caso.
La politica fiscal siempre tiene efectos reales. Es la forma en que se ha
financiado lo que es irrelevante.

Es dificil dar al Teorema de la Equivalencia Ricardiana una interpretacion
en el modelo de generaciones sucesivas: esquemas impositivos alternativos que
difieren en el tiempo ticnen necesariamente efectos redistributivos, puesto que
los consumidores viven en tiempos diferentes. Ademds, con un niimero infinjto
de consumidores y bienes no existe, como hemos visto, razén alguna para que

Z Pi8e

r=1

converja. El gobierno puede, por lo tanto, emitir bonos que nunca tendria que
pagarlos. Estos bonos son como inyecciones de dinero fiduciario. El gréafico 8
ilustra un ejemplo con un estado estacionario, en que g, =g >0 en todo
periodo. Aqui la inflacién erasiona el valor del nivel inicial del dinero fiduciario
a la misma tasa que el valor en que el volumen total de bonos del Estado se
incrementa. El volumen total real de deuda nominal, dinero fiduciario y bonos
permanece constante en la cantidad z + g. La tasa de interés en el estado
estacionario es

r=1/0-1<0
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GRAFICO 8

Obsérvese que aunque el gobierno estd comsumiendo g >> 0 del dnico bien en
cada perfodo, cstc cquilibrio domina en el sentido de Parctu ¢l equilibrio
autdrquico donde no se consume nada. Ejemplos de este tipo se discuten en
Sargent (1985, capitulo 8). . A

Barro (1974) ha defendido que el Teorema de la Equivalencia Ricardiana se

cumple en modelos de generaciones sucesivas en los que los consumidores

incluyen el bienestar de sus descendientes en sus propias funciones de utilidad.
Puesto que sus descendientes valoran similarmente el bienestar de los subsi-
guientes descendientes, esto puede convertir el problema de maximizacién de
utilidad del consumidor en el problema de maximizacién de utilidad de una
familia de vida infinita. El problema con este argumento es que, ea general,
debemos permitir que algunos consumidores puedan legar deudas, asfi como
herencias positivas a sus- descendientes. En este caso nos gustarfa quc los
consumidores incluyan la utilidad de sus progenitores en sus propias utilidades.
Pensemos en nuestro ¢jemplo de dos consumidores de vida infinita con funcio-
nes de utilidad logaritmicas, como un modelo de dichas familias: una familia de
consumidores no consume nada asintoticamente. Usan casi toda su renta para
pagar la deuda de la familia, la cual ha sido heredada de sus progenitores y ha
pasado a sus descendientes. Esta clase de problema ocurre siempre si las
diferentes familias poseen diferentes factores de descuento en la forma reducida
de las funciones de utilidad. Los convenios institucionales en las sociedades
modernas hacen que esta caractetistica del argumento de la herencia sea bastan-
te poco realista. Como el propio Barrc ha puntualizado, si una familia se
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encuentra en una solucién de esquina debido a una restriccién de no negatividad
en las herencias, la familia se enfrenta a una sucesién de restricciones presu-
puestarias que no pueden ser agregadas en una sola.

Similarmente, un modelo con consumidores de vida infinita que se enfrentan
a restricciones de liquidez pueden poseer caracteristicas parecidas a un modelo
de generaciones sucesivas. {Un ejemplo de ello se encuentra en Woodford
(1986).] Si no podemos reducir ¢l problema de maximizacién de utilidad del
consumidor a uno con un ndmero finito de restricciones presupuestarias, enton-
ces no podemos probar que el valor de la dotacién agregada es finita. Conse-
cuentemente, los equilibrios no necesitan ser eficientes en el sentido de Pareto,
y pueden existir equilibrios en los que el dinero fiduciario juega un papel
relevante. Incluso nuestro argumento de que existe un nimero finito de equili-
brios deja de cumplirse. La caracteristica esencial de ese argumento era que
cada consumidor se caracterizn por un tnico multiplicador de Lagrange,
4; = lja;. Si el consumidor no puede igualar su utilidad marginal de la renta en
periodos diferentes, entonces actia, hasta cierto punto, como una sucesion de
consumidores diferentes. Puede existir un continuo robusto de equilibrios, y el
Teorema de la Bquivalencia Ricardiana no se cumple necesariamente.

6. TImplicaciones para modelos finitos

;Qué se puede inferir de nuestro andlisis del modelo de generaciones sucesi-
vas sobre las propiedades de modelos con un nimero elevado, pero finito, de
agentes y bienes? Supongamos que truncamos el modelo a un cierto perfodo T
usando una generacién joven terminal y r(py, m) anéloga a la generacion vieja
inicial zo(p,, m). El dinero externo ahora cortesponde a una transferencia de la
generacién joven terminal a la generacion vieja inicial. Existe ahora un ndimero -
finito de condiciones de equilibrio.

zo(P1, ) + y(P1, Pp2) = 0
2(p1, p2) + y(P2, P3) =0 [6.1]

2(pr_r, br) + yrlpr M) =0

Todos los equilibrios de este modelo son 6ptimos en el sentido de Pareto.
En general existe una familia unidimensional de equilibrios indexados por el
pago de transferencia real A/|pl-

Este métodu de truncamicnto dcl modelo es a menudo equivalente a la
especificacién de expectativas de precios en periodos posteriores a la termina-
cién del modelo. Por ejemplo, podfamos especificar y r(pr, m) mediante yrpm
Wp Alop), donde (p,a) es un estado estacionario. En este caso, por supuesto

m= "PT"UPZ(pT) “PT" op)

Una aplicacion de este enfoque puede verse en Auerbach, Kotlikoff y Skin-
ner (1983).

" Consideremos una situacién donde un equilibrio domina en el sentido de
Pareto a otro equilibrio en el modelo de horizonte infinito. Cada uno de ellos
puede ser un equilibrio del modelo truncado bajo una eleccién apropiada de yr.
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Supongamos que se puede efectuar esto usando la misma funcion yz con
diferentes pagos reales de transferencias. Puesto que ambos equilibrios del
modelo truncado son eficientes en el sentido de Pareto, el equilibrio que
domina en ¢l modelo de horizonte infinito debe asignar algunos miembros de la
generacién terminal una utilidad més baja que el equilibrio considerado inferior,
Si T es lo suficientemente elevado, el problema estd claro: Sacrificando el
bienestar de una generacion, las restantes han sido beneficiadas, y la sociedad
considerada como un todo ha sido beneficiada desde un punto de vista utilitarista.

En un modelo de horizonte infinito puede existir una indeterminacién de n
dimensiones si existe dinero externo y de n — 1 dimensiones cuando no existe.
La dimensién adicional de indeterminacién que aparece debido a la existencia
del dinero fiduciario corresponde a la indeterminacion puarumetricada por los
pagos reales de transferencias. ;Qué ocurre con las otras dimensiones? Para
ofrecer una contestacién a esta pregunta supongamos que tenemos dos sucesio-
nes de precios de equilibrio, (91, P2, ...) ¥ (P1, P4 ...), ¥ que ambos convergen
al mismo estado estacionario. Supongamos que en ambos existe el mismo
volumen real de dinero externo

wflpdl = m'/lipll

Si en el truncamiento utilizamos una generacién joven terminal

yrpr m) =yrpr Prer) (6.2]
m = ri, entonces (P, Pz, --., Pr) es un equilibrio. Si realizamos el truncamiento
de forma ansloga con yr, entonces (p, pb, -, p'r) es un equilibrio. El gréfico 9

ilustra esta clase de situacién. Para un T suficientemente elevado (Br Pre1)
va a estar suficientemente cercano a (py, p'r+i) independientemente de la
diferencia existente entre p, y pj. Por tanto, la indeterminacién del equilibrio
corresponde 4 la sensitividad de los precios iniciales que se hace mds aguda a
medida que el horizonte temporal T se hace superior. Véase Kehoe y Levine
(1986), donde existen simulaciones nimericas de un ejemplo con dicha propie-
dad.

Hemos de apuntar otra forma de interpretar un modelo de generaciones
sucesivas a partir de un modelo con horizonte temporal finito. Supongamos que
en cada periodo la probabilidad de que el mundo se termine al inicio del
periodo signiente es ., 0 < 8 < 1. Es entonces natural suponer que el consumi-
dor j en la generacién ¢ cumpla el problema de maximizacién de utilidad
esperada

maximizar (1 -0)u,(y:j+ wy) '*'9",:()’;" + wy, )+ wy)

. . [6.2]
sujeto a pyf + prazi =0
En este caso, u; es su funcién de utilidad si el mundo finaliza antes del

segundo periodo de su vida y v; es su funci6n de utilidad en el caso contrario,

Aunque el mundo finaliza en un nimero finito de periodos con probabilidad

igual a la unidad, este modelo es idéntico a uno de generaciones sucesivas con

horizonte infinito. Pucde posecr cquilibrios que no son eficientes en el sentido
de Pareto, equilibrios en que el dinero juega un papel relevante, y equilibrios
en que con una o mas dimensiones de indeterminacién.
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GRAFICO 9

7. Extensiones y conclusiones

Los resultados que hemos presentado en este articulo pucden scr cxtendidos
a modelos més generales. Kehoe, Levine y Romer (1986) han extendido nuestro
anilisis del modelo con un niémero finito de agentes de vida infinita a modelos
similares en los que existe produccion y acumulacién de capital. La vnica
dificultad existente es la de asegurar que las funciones de transferencias usadas
en las condiciones de equilibrio sean continuamente diferenciables. Muller y
Woodford (1985) han extendido nuestro analisis del modelo de generaciones
sucesivas a modelos que incluyen consumidores de horizonte temporal infinito,
activos y produccién. Obtienen que la presencia dé consumidores, o activos, de
horizonte temporal infinito puede hacer que ¢l valor de la dotacién agregada sea
finito. Esto imposibilita la existencia de equilibrios Pareto-ineficientes y con
dinero externc. Sin embargo, esto no sirve para excluir la existencia de equili-
brios indeterminados.

¢Es que la existencia de equilibrios ineficientes en el sentido de Pareto y con
dinero fiduciario estd basada en el hecho de existir un ndmero infinito de
consumidores 0 en que los consumidores poscen intervalos de vida finitos?
Kehoe (1986) considera un modelo sencillo de intercambi¢ puro en que existe
un nimero infinito de consumidores que viven durante todo.€l horizonte tempo-
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ral de la economia. Este modelo tiene equilibrios que son ineficientes en el
sentido de Pareto y equilibrios con dinero fiduciario. También contiene equili-
brios con varias dimensiones de indeterminacién.

Como hemos puntualizado, la indeterminacién es un problema relativamente
separado de la ineficiencia en ¢l sentido de Pareto y del dinero externo. Kehoe,
Levine, Mas-Colell y Zame (1986) consideran un modelo abstracto con un
nimero infinito de consumidores y bienes. Los tinicos precios que se consideran
asignan un valor finito a la dotacion agregada. Esto excluye la existencia de
ineficiencia en el sentido de Pareto y dinero externo. Aun asi, existen ejemplos
robustos con cualquier dimensién de indeterminacién. Como hemos sugerido, la
razén de esta indeterminacion se debe a que no podemos reducir las condiciones
de equilibric a un nimeto finito de ecuaciones e incOgnitas. Estos autores
encuentran también que existe un mimero finito de equilibrio localmente Wnicos
si los consumidores son suficientemente similares. Esto generaliza nuestros re-
sultados para economias con un nimero finito de consumidores.

Santos y Bona (1986) y Geanakoplos y Brown (1985) han extendido los
resultados de Kehoe y Levine (1985a) para modelos estacionarios de generacio-
nes sucesivas de intercambio puro a modelos con estructuras no estacionarias.
Al igual que Kchoe y Levine cstos autores necesitan fijar su atencién cn
equilibrios que permanecen suficientemente cercanos entre si, en un cierto
sentido. Obtienen que, a pesar de ser el escenario no estacionario, existen n
dimensiones de indeterminacién potencial si existe dinero fiduciario y n — 1 en
caso CONtrario.

Un aspecto perturbador de la indeterminacién potencial del equilibrio es que
ocurre para algunos valores de los pardmetros del modelo, pero no para otros.
Nos gustaria de alguna forma clasificar los valores de los pardmetros para los
que la indeterminacién no ocurre. El primer paso en esta direccién ha sido
tomado por Balasko y Shell (1981), que consideran un medelo con varios bienes
en cada perfodo, pero un Gnico consumidor en cada generacién, que vive dos
periodos, con una funcién de utilidad Cobb Douglas. Demuestran que no existe
indeterminacién cuando no hay dinero fiduciario y solamente una dimensién de
indeterminacién cuando se incluye el mismo. Geanakoplos y Polemarchakis
(1984) han demostrado que el aspecto esencial de este andlisis es que el tinico
consumidor dc dos perfodos posce preferencias inlertcimporalmente separables,
Kehoe y Levine (1984a) han demostrado ademds que cualquier perturbacién
pequeiia de un modelo con un \nico consumidor que vive dos perfodos con
preferencias intertemporalmente separables, aunque introduzca pequefias hete-
rogeneidades entre los consumidores o pequeiias interdependencias en el consu-
mo temporal, conserva las mismas caracterfsticas.

Un descubrimiento mis significativo es el efectuado por Kehoe, Levine,
Mas-Colell y Waodford (1986), que consideran econamias generales de penera-
ciones sucesivas de intercambio puro con varios bienes en cada periodo y varios
agentes en cada generacién, cuyas funciones de exceso de demanda exhiben la
propiedad de sustituibilidad bruta. Demuestran que hay un dnico equilibrio si
no cxistc dincro, aunque puede haber una dimensién de indeterminacién con
dinero externo, existe como mucho un vinico equilibrio para cada nivel real de
dinero fiduciario en el primer periodo. Ademas, su andlisis es global en vez de
local. Si la economia es estacionaria, entonces existe un vnico estado estaciona-
rio nominal y un inico estado estacionario real, y cualquier equilibrio converge
a uno de ellos; desafortunadamente, existen ejemplos muy corrientes que violan
la sustituibilidad bruta. Kehoe y Levine (1986) consideran un modelo con un
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tinico bien en cada perfodo y un fnico consumidor en cada generacién que vive
tres perfodos. Este consumidor posee una funcién de utilidad con elasticidad
constante de sustitucién. Obtienen que para valores de los pardmetros bastante
usnales este modelo exhibe indeterminacién incluso sin dinero fiduciario y mis
de una dimensién de indeterminacién con el mismo. Ademés, hacen que el
pardmetro crucial, la elasticidad de sustitucién del consumo a lo largo del
tiempo, conforme con la evidencia empirica.

Nuestro andlisis s¢ ha centrado en las diferencias entre modelos con un
nimero finito de consumidores de horizonte temporal infinito y modelos de
generaciones sucesivas. Aun asf, estos dos tipos de modelos poseen importantes
propiedades comunes. En ambos, por cjemplo, los equilibrios siempre existen.
Puesto que las condiciones de equilibtio para un modelo con un namero finito
de agentes de vida infinita pueden ser transformadas usando el enfoque de
Negishi (1960), en las de un modelo con un ntdmero finito de bienes es relativa-
mente sencillo probar la existencia del equilibrio en dichos modelos. Esto se
hace, por ejemplo, en Kehoe, Levine y Romer (1986). La prueba de la existen-
cia del equilibrio en modelos de generaciones sucesivas resulta ser bastante més
compleja. Considerando el limite de una sucesién de economias truncadas,
Balasko, Cass y Shell (1980) prueban la existencia de un equilibric con th = 0
en un modelo de generaciones sucesivas de intercambio puro. En modelos
generales con un nimero contable de consumidores y bienes, Burke (1986b,
1986¢) y Wilson (1981) han demostrado la existencia del equilibrio. La presencia
de dinero fiduciario puede ser necesarla, sin embargo, para que exista el
equilibrio,

Otra propiedad que estos dos tipos de modelos tienen en comin es que el
Segundo Teorema de la Economia del Bienestar se cumple; es decir, cualquier
asignacién eficiente en el sentido  de Pareto puede dar lugar a un equilibrio
competitivo con transferencias. Esto se prucba en_el modelo de generaciones
sucesivas en Balasko y Shell (1980). El papel que el dinero monetario juega
para soportar una asignacién eficiente en el sentido de Pareto puede ser inter-
pretada como una transferencia. Desafortunadamente, Cass, Okuno y Zilcha
(1979) y Millan (1981) contienen ejemplos en los que no existe asignacién
eficiente que puede ser soportada como un equilibrio competitivo, dando sola-
mente una transferencia a la generacién primera. Burke (1986a), sin embargo,
demuestra que una transferencia a la generacién primera soporta la optimalidad
si es seguida por una sucesi6n de impunestos sobre las generaciones subsiguien-
tes. Ademds, la suma de los pagos reales de impuestos puede ser hecha arbitra-
riamente pequena.

iQué aspectos de nuestro anélisis se extienden a modelos intertemporales
con incertidumbre? Si todos los mercados estidn completos, entonces el anslisis
del modelo con un nimero finito de consumidores de horizonte infinito cubre
este caso. En particular, todos los equilibrios son eficientes en el sentido de
Pareto, no existe papel relevante para el dinero fiduciario, y genéricamente
existe un nimero finito de equilibrios. Los bienes son indexados por las histo-
rias de los estados de la naturaleza y también por la fecha, Véase Kehoe y
Levine (1985b) para un andlisis de esta clase. Sin embargo, en un modelo
estocastico de generaciones sucesivas el supuesto de mercados completos es
poco natural: en un escenario determinista hemos argumentado que no existe
diferencia alguna en que todo el comercio tenga lugar en el primer periodo o
que tenga lugar de forma secuencial. En un escenario estocistico éste ya no es
necesariamente el caso. Los consumidores desearfan realizar intercambios en los
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periodos con anterioridad a su nacimiento para asegurarse sobre la posibilidad
de nacer en circunstancias desfavorables. Dutta y Polemarchakis (1985) presen-
tan un andlisis de un modelo estocistico de generaciones sucesivas sencillo y
demuestran la diferencia entre equilibrios con mercados completos y equilibrios
en que los consumidores s6io pueden comerciar durante los periodos en que
viven. .

Como hemos puntualizado, los modelos con consumidores de horizonte
infinito y mercados incompletos poseen propiedades similares a los modelos de
generaciones sucesivas. Bewley (1980, 1983), Scheinkman y Weiss (1986) y
Levine (1986) analizan modelos estocdsticos sencillos donde existen consumido-
res de horizonte temporal infinito que se enfrentan a restricciones de prestar y
pedir prestado. De forma no sorprendente, obtienen que dichos modelos poseen
equilibrios que no son eficientes en el sentide de Pareto y equilibrios en los que
el dinero juega un papel importante. Presumiblemente, estos modelos poseen
indeterminacién del equilibrio, aunque esta propiedad apenas haya recibido
atencion.

La propiedad més preocupante de los modelos de generaciones sucesivas es
probablemente su potenciaiidad para la indeterminacién del equilibrio, incluso si
no existe dinero fiduciario. Existen dos razones para €llo: en primer lugar, la
indeterminaci6n hace el modelo inadecuado para el andlisis de estdtica compara-
tiva. En segundo lugar hace problemadtico el concepto de previsién perfecta del
futuro. La multiplicidad del equilibrio, de alguna forma, presenta dificultades
para un economista interesado en usar el modelo para hacer anilisis de estdtica
comparativa del impacto de un cambio en los pardmetros. Sin embargo, supon-
gamos que el modelo posee un niimero finito de equilibrios localmente fnicos
que varfan continuamente con los pardmetros. (Casi todos los modelos estéticos
de equilibrio general poseen estas propiedades.) Entonces el economista podria
esperar que, apelando a la historia para justificar centrarse en un equilibrio
particular y a un proceso de ajuste dindmico, usualmente no especificado, se
puede justificar centrarse en ¢l desplazamiento del equilibrio después de un
cambio en el valor de los pardmetros; es decir, que el andlisis de estatica
comparativa ain tiene algin sentido. Esto desaparece si existe un continuo de
equilibrios.

La idea sobre la que se fundamenta la prevision perfecta del futuro en un
modelo determinista es que es la misma sobre la que se basa la hipétesis de
expectativas racionales en un modelo con incertidumbre: los agentes conocen la
estructura del modelo v ta usan para predecir los valores relevantes de las
variables futuras. Si el modelo no hace predicciones determinadas, la hipdtesis
de prevision perfecta del futuro se¢ hace menos atractiva. Si existe un continuo
de sendas con previsién perfecta del futuro, la teoria es incompleta.

Una forma de hacer la teoria completa seria fijar los valores de algunas
variables en el primer periodo, por ejemplo, el volumen real de dinero o un
precio relativo. Incluso este enfoque falla si y(p, p,+1) no es siempre una
funcién invertible en p,.;. Cuando la curva de oferta se va hacia atrds, como en
¢l grdfico 5, pur cjemplo, puede existir un ndinero infinito de eguilibrios incluso si se
fija el valor de fi/py: en cualquier punto en que existen dos valores de 4, tales
que z(Pi—1, B} + (B, Pi+1) = 0 podemos elegir la senda de precios a seguir.
Puede existir ahora también un nimero incontable de equilibrios aislados, mas
bien que un continuo; la teoria es ain incompleta. L

La modelacién de las expectativas ha sido siempre un problema dificil en
teoria econ6mica. Keynes (1936), por ejemplo, era consciente de la importancia
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de la formacién de expectativas, pero argument6 que trabajaba con un modelo
en el cual el perfodo de tiempo era lo suficientemente corto para que las
expectativas pudieran ser consideradas ex6genas. La forma més sencilla de hacer
las expectativas endbgenas es comsiderarlas adaptativas comu, por ejemplo,
-Friedman (1968) y Phelps (1967). Los equilibrios de los modelos de generacio-
nes sucesivas estarfan determinados de forma genérica si especificamos las
expectativas o bien de forma exégena o bien de forma adaptativa: puesto que
los valores de las variables pasadas pueden ser tomadas como exégenas en
cualquier periodo, las condiciones de equilibrio se reducen a un sistemna con un
nimero finito de ecuaciones con el mismo mimero de incégnitas. El calculo de
los equilibrios de dicho modelo se reduciria al cdlculo de los equilibrios de una
sucesion de modelos que parecen estaticos.

Geanakoplos y Polemarchakis (1986) han argumentado que la indetermina-
cién deja espacio para factores como salarios nominales fijos y psicologia del
mercado. Como hemos visto en nuestra discusién del Tcorema de la Equivalen-
cia Ricardiana, si existe un continuo de equilibrios, algunos puede tener caracte-
risticas keynesianas y otros no. :

La indeterminacion de equilibrio en los modelos de generaciones sucesivas es
el factor mds prcocupante porque puede ser asociada con la existencia de
profecias que se autorrealizan. Incluso aunque las preferencias, dotaciones y
tecnologia de una economia sean deterministas, una variable aleatoria puede
afectar los equilibrios meramente porque los agentes lo esperan. Este fenémeno
es denominado «manchas solares», aunque las manchas solares actuales de
hecho pueden afectar una economia (véase, por ejemplo, Mirowski, 1984), y
pueden no ser incluso estocasticas (véase, por ejemplo, Weiss, 1985). Existe una
literatura amplia y creciente sobre manchas solares. Una lista muy incompleta
de referencias es: Azariadis (1981), Azariadis y Guesnerie (1986), Cass y Shell
(1983) y Farmer y Woodford (1984). Woodford (1986) presenta un ejemplo en
que los agentes emplean una regla sencilla de aprendizaje y la economia conver-
ge al equilibrio de manchas solarcs de previsién perfecta del futuro.

Tan preocupante como la indeterminacién del equilibrio es la posibilidad de
que una economia no posea ningtin equilibrio que converja a un estado estacio-
nario. Si la senda seguida por los precios de equilibrio es cadtica o periédica de
amplitud muy larga, la hipotesis de prevision perfecta del futuro es poco atractiva
por una razén bien diferente: requiere demasiada capacidad computacional en
los agentes del modelo. Cualquier teorfa de formacién de expectativas que est4
designada para tratar el problema de la indeterminacién del equilibrio debe
tambi€n ser capaz de relajar el requisito de previsién perfecta del futuro cuando
la dindmica de los precios de equilibrio sea cadtica o periddica con amplitud
elevada. Desafortunadamente, Benhabib y Nishimura (1985) y Boldrin y Mon-
trucchio (1986) han demostrado, que incluso el modelo con un némcro finito de
~ agentes de vida infinita puede poseer equilibrios caéticos o periddicos.

Nuestro andlisis de modelos dindmicos de equilibrio general nos ha ofrecido
un buen conocimiento sobre las razones de la existencia de ineficiencia en el
sentido de Pareto y dinero fiduciariv en el modelo de generaciones sucesivas, y
de por qué no en el modelo con un nimero finito de consumidores de vida
infinita. Nos ha dejado también claro de por qué estas propiedades se presentan
en la versi6én truncada del modelo. Aunque hemos obtenido algin conocimiento
sobre la posibilidad de la indeterminacion del equilibrio, nos encontramos atin
con el dilema de que la indeterminacién es sintomatica de cierta incompletitud
en el modelo. Lo que es necesario es una teorfa seria de formacién de expectativas.
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